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NOUVELLE MÉTHODE 

POUR LA RÉSOLUTION 

DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

D’UN DE6EÉ QUELCONQUE, 

D'aprcs laquelle tout le calcul exigé pour cette résolution se réduit k> 
l'emploi de» deux premières règles de l'Arithmétique. 


U Cette Méllioilc qui , pour la (àcilité, ne laisse rien è désirer, est peut-être aussi la 
» moins incomplète qu'il soit possible d’obtenir. C'est do moins le sentiment maoifesté 
» par M'. Laouanob, qui, plus que personne, a le droit d'avoir un avis sur ce point 
» si dilGcile et si êp'neux » ( Rapport de la première cloue de rinstitul sur les profris 
des Sciences matAematiques depuis 178g). 


Digitized by Google 




Digilized by Google 


AVANT-PROPOS, 


OcT Ouvrage traite d’une matière sur laquelle se sent exercés les plus 
célèbres Analystes , depuis Viète jusqji’à M. Lagrange; c'est-à-dire , depuis 
le premier âge de l’Algèbre jusqu’à nos jours. 

Avant les écrits de M. Lagrange sur la résolution des équations numé- 
riques, les travaux multipliés de scs prédécesseurs n’avaient abouti qu’à 
des méthodes incertaines , et rebutantes dans la pratique. Celle qu’il a 
publiée est exempte d’incertitude, mais on convient généralement que la 
pratique en est encore assez rebutante. Elle ne permettroit certainement 
pas de remplir le voeu de cet illustre Géomètre , qui voudroit qu’on ensei- 
gnât , dans l’Arithmétique même , les règles de la résolution des équations 
numériques. ^ 

C'est donc pour se conformer à son désir que l’auteur de cet Ouvrage a 
cherché une méthode d’une théorie plus simple , qui fût en même temp.v 
sûre et vraiment usuelle, susceptible, en un mot, lAtre pratiquée par 
les commençons eux-mêmes. Cette méthode simple et facile, il est parvenu 
à la découvrir, ayant ainsi couronné assez heureusement, ce semble, les 
travaux de deux siècles sur cet objet. • 

Il lui a paru convenable de présenter d’abord une histoire abrégée de 
ces travaux: on pourra, d’après cette notice, juger de l’importance atta- 
chée par les plus grands Géomètres , au problème de la résolution des 
équations numériques (i). 

Il donne ensuite un algorithme qui lait trouver , par de simples addi- 
tions et soustractions , tous les termes des transformées en ( x — i ) , 

( ar — a ) ,. etc. , d'une équation donnée en x. Cet algorithme a reçu , la 
a3 mai i8o3 , l’approbation de la première Classe de l’Iastitnt. 


(i) Le Rapport sur les Sciences Mathématiques , distribué à la dernière séance 
publique do l’Académie, ûtit mention de quelques nouveaux écrits relalits aux 
équations, lesquels ne sont point parvenus à la connoissance de l’auteur de la 
Nowclle Milhode, 
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On en tronrera nne démonstration fort simple à la page 56 de ccUc 
nouvelle édition. 

Puis, après avoir rappelé diverses' notions (bumies par l’Âlgèbre, 
concernant les équations numériques , l'auteur expose successivement les 
trois parties dont se compose la nouvelle Méthode. Il fait voir quels sont 
les cas dans lesquels la première partie sufGt toute seule à la résolution de 
l’équation ; quels sont ceux dans lesquels il faut joindre la seconde à la pre* 
mière ; et dans quels cas , en&n , l'un est obligé de recourir à la troisième 
pour découvrir les Itmiles des racines incommensurables. Cette dernière 
partie sert aussi à approcher , jusqu’à telle décimale qu’on voudra , de la 
valeur exacte des racines dont ou a déjà des limites. 

Les Notes et l’Appendice qui suivent, renferment des détails d’une asscx 
grande importance pour que le tout soit lu avec la même attention que le 
corps de l’Ouvrage. 

La flouvetle Méthode a été mentionnée en 1808, dans le B apport de 
riustitut , parmi les écrits qui, depuis 1789, ont contribué au progrès de 
la srience. 

Elle est admise par le Conseil-Royal de l’Instruction publique, au 
nombre des ouvrages recommandés à MM. les Professeurs pour l’ensei- 
gnement des Matbgmatiquea. 

Cette Méthode a été publiée au commencement de 1807 , avant la se- 
conde édition de Técrit de M. Lagrange sur la même matière ; c’est à la 
première qu’il fcut rapporter les ciUtions qu’on y trouve de son Traité. 
’ Le débit des exemplaires de cet Ouvrage ayant eu lieu , presque en en- 
tier , dans les années 1807, 1808 et 1809, on a pensé que reparoissant 
augmenté de théorèmes et procédés nouveaux , il pourvoit être favorable- 
ment accueilli, des nouveaux géoanélrcs surtout, qui se sont dé former pen- 
dant ces doHie dernières années. 
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NOUVELLE MÉTHODE 

POUR LA RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

D’ÜN DEGR|fc:^«ELCONQÜE. 

' 

CHAPItW-PREMI ER. 

Histoire abrégée des travaux entrepris sur cette matière 
pendant les deux derniers siècles. 


I. Lb problème de la Résolution des Equations numé« 
riques peut être regardé, suivant l’illustre successeur 
d’Euler , comme le point le plus important de toute 
l’Analyse. La raison qu’il en donne est que la solution 
de tout problème déterminé conduit à une ou plusieurs 
équations numériques , c’est-à-dire , dont les coefficiens 
sont donnés en nombres; que tout le calcul qu’on a 
fait est en pure perte, si l’on n’a pas les moyens de 
résoudre ces équations ; que dès le troisième degré 
l’expression algébrique des racines est insufiBsante pour 

I 
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faire connoîire, dans lous les cas, leur valeur numé- 
rique ; qu'à plus forte raison le seroit-elle, si on parve- 
noit enfin à l’obtenir pour les équations des degrés 
supérieurs ; et qu’on seroit toujours forcé de recourir 
à d’autres moyens pour déterminer, en nombres, les 
valeurs des racines d’une équation donnée j détermina- 
tion qui est, en dernier résultat, l'objet de tous les pro- 
blèmes que le besoin ou la curiosité offrent à résoudre. 
[Séances des Ecoles ISormales , tom. 3 , p. 463, 476- J 

a. Indépendamment d’une autorité aussi grave sur ce 
point, l’importance de ce problème est assez démontrée 
par les efforts multipliés d’un grand nombre d’analystes 
célèbres des xvn* et xvill® siècles , pour obtenir une 
méthode générale , directe et sûre , propre à faire dé- 
couvrir toutes les racines réelles d’une équation numé- 
rique donnée. Nous allons présenter une légère esquisse 
des travaux de ces analystes, en prenant pour guide 
l’illustre auteur déjà cité. 

3. Viète qui, le premier, s’occupa de la résolution 
des équations numériques d’un degré quelconque , y 
employa des opérations analogues à celles qui servent à 
extraire les racines des nombres. Harriot, Ougtred, etc., 
ont essayé de faciliter la pratique de sa méthode, a Mais 
» la multitude des opérations qu’elle demande , et l’incer- 
» titude du succès dans un grand nombre de cas , l’ont 
» fait abandonner entièrement, avant la fin du xvil* siècle ». 
[ De la Résolution des Equations numériques , par 
M.. Lagrange , pag. i. ] 

4. La méthode de Newton a succédé à celle de Viète. 
Ce n’est proprement qu'une méthode d’approximation , 
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qui suppose qu’on connoît déjà la racine cherchée, à 
une quantité près , moindre que le dixième de cette 
racine. « Elle ne sert , comme on voit , que pour les 
» équations numériques qui sont déjà à-peu-près résolues ; 
» de plus , elle n’est pas toujours sûre ; elle a encore l’in- 
» convénient de ne donner que des valeurs approchées 
» des racines mêmes qui peuvent être exprimées exacte- 
» ment en nombres , et de laisser en doute si elles sont 
» commensurables ou non ». [ De la Résolution des 
Equations numériques , p. 3. J 

5 . Iæ méthode que Daniel Bernoulli a déduite de la 
considération des séries récurrentes, et qu’Euler a exposée 
dans son Introduction à l’Analyse infinitésimale , n’ofire 
aussi qu’un moyen d’approximation. « Cette méthode 
» et celle de Newton, quoique fondées sur des principes 
» difiFérens, reviennent à-peu-près au même, dans le fond, 
» et donnent des résultats semblables ». [ De la Résolu- 
tion etc. , p. i 52 . ] 

6. Ce fut Hudde qui trouva qu’en multipliant chaque 
terme d’une équation donnée par l’exposant de l’in- 
connue , et en égalant le produit total à zéro , on ob- 
tient une équation qui renferme les conditions de l’égalité 
des racines de la proposée. Bolle , de l’Académie des 
Sciences, découvrit ensuite que les racines de l’équation 
ainsi formée sont les limites de celles de l’équation 
proposée. Ce principe est la base de sa méthode des 
Cascades , publiée d’abord sans démonstration , dans 
son Traité d’Algèbre en 1690. Cette méthode a été 
ainsi nommée, parcequ’elle fait dépendre la détermina- 
tion des limites de chacime des racines de l’équation 
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proposée , (le la résolution de différentes équations 
successives , qui vont toujours en baissant d’un degré. 
« La longueur des calculs que cette méthode demande, 
» et l’incerlitude qui naît des racines imaginaires , l’ont 
» fait abandonner depuis longtemps » [ De la Résolu- 
tion, etc. p. i 66 ]. Rolle , dans ce même Traité d’ Al- 
gèbre, assigne pour limite de la plus grande valeur 
de l’inconnue, le plus grand coefiBcient négatif de l’é(jua- 
tion, augmenté d’une unité ; le coefficient du premier 
terme étant i. 

7. La méthode de Stirling, pour déterminer le nombre 
et les limites des racines réelles du troisième et du qua- 
trième degré, a été généralisée depuis par Euler, dans 
son Traité du Calcul différentiel. « Elle revient dans le 
» fond à celle de Rolle». [De la Résolution etc., p. 166.] 

8. En 1747, le célèbre Fontaine donna, sans dé- 
monstration, une nouvelle méthode. Je la donne, disoit-il , 
pour T analyse en entier , que Von cherche si inutile- 
ment depuis Vorigine de V Algèbre. Cette méthode sup- 
pose que l’on peut toujours, par la substitution des 
nombres i, a, 3 , etc., au lieu de l’inconnue, dans les 
équations qu’elle emploie, trouver deux nombres qui 
donnent deux résultats de signes différens ; a ce qui n’a 
» lieu , dit M. Lagrange , qu’autant que ces équations 
» ont des racines positives , dont la moindre différence 
» est plus grande que l’unité ; ( o« , pour parler plus 
» exactement, qiV autant qu'il y a, de ces T^cines qui ne 
» sont pas comprises , en nombre pair, entre deux nombres 
» entiers consécutifs ). D’après cette considération , il est 
» facile de trouver des exemples où la méthode de Fon- 
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» taîne est ea défaut». [De la Résolution etc., p. 162.] 

9. Ce défaut avoit Heu également dans toute méthode 
qui emploie les substitutions pour déterminer les Hmites 
des racines réelles et inégales d’une équation numé- 
rique, lorsque M. Lagrange publia, dans les Mémoires 
de l’Académie de Berlin pour l’année 1767, un nou- 
veau procédé , le seul jusqu’ici qui ait offert un 
moyen direct et sûr d’obtenir cette détermination. Son 
Mémoire contenoit aussi une méthode pour approcher, 
autant qu’on veut et en employant l’expression la plus 
simple, de la valeur exacte d’une racine , lorsque l’on 
connoît le plus grand nombre entier compris dans cette 
valeur. 

Le procédé dû à M. Lagrange, consiste à substituer 
successivement, à la place de l’inconnue, dans l’équation 
débarrassée des , racines égales qu’elle .peut avoir , les 
termes d’une progression arithmétique o, D, %Dy 3 D, etc., 
dont la différence D soit moindre que la plus petite 
différence des diverses racines de cette équation. La 
grande difficulté étoit de trouver ce nombre D : le 
génie fécond de l’illustre géomètre lui fournit trois 
manières d’y parvenir. 

10. La première, qu’il proppsa en 1767, exige le 
calcul de l’équation qui a pour racines les différences 
entre les racines de l’équation proposée. «rMais, dit 
j> M. Lagrange, pour peu que le degré de l’équation 
3* proposée soit élevé , celui de l’équation des différences 
«monte si haut, qu’on ‘est , effi*ayé de la longueur du 
» calcul nécessaire pour trouver la valeur de tous les 
» termes de cette équation ; puisque le degré de la pro- 
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» posée étant Tft^ on a ^ 

» [ Par exemple , pour une équation du dixième degré , 
» la transformée serait du quarante-cinquième]. 

» Comme cet inconvénient pouvoit rendre la mé- 
• thode générale presque impraticable dans les degrés 
» un peu élevés , je me suis longtemps occupé des 
» moyens de l’afFranchir de la recherche de l’équation 
» des différences , et j’ai reconnu en effet que , sans caJ- 
» culer entièrement cette équation , on pouvoit néan- 
» moins trouver une limite moindre que la plus petite 
» de ses racines ; ce qui est le but principal du calcul de 
» cette même équation». [ De la Résolution etc., p. 124.] 

11. La seconde manière de trouver le nombre D est 
consignée dans les leçons que l’auteur donna aux Ecoles 
Normales , en 1795. Elle demande le calcul d’une équa- 
tion du même degré que la proposée, ayant pour ses 
racines les différentes valeurs dont est susceptible le 
coefficient Y de l’avant-dernier terme d’une équation 
en (x — a) ; a étant une racine réelle quelconque de la 
proposée , dont x est l’inconnue. «' Mais cette équation 
» en Yf dit M. Lagrange, peut encore être fort longue 
» à calculer , soit qu’on la déduise de l’élimination , soit 
» qu’on veuille la chercher directement par la nature 
» même de ses racines ». [De la Résolution etc., p. 127.] 

12. Ce coefficient Y étant une fonction de x, l’auteür 
a fait depuis réflexion qu’on pouvoit toujours éliminer 
l’inconnue x du produit du polynôme Y, multiplié par 
un polynôme Ç à coefficiens indéterminés , procédant 
suivant les puissances m — i, m — 2, etc., de x; en 
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faisant disparoître du produit TÇ, au moyeii de la pro- 
posée, toutes les 'puissances de a; plus hautes que æ"*~* , 
puis égalant à o cliacun des multiplicateurs de x, ce 
qui donne la valeur des coefiBciens indéterminés de 0, et 
réduit le produit à son terme tout connu. repré- 

senté par K, d’où Y=-^‘ Par suite de ces opérations,'’ 

les coefficieiis de l’équation inverse de celle aux diffé- 
rences , qui étoient divisés par Y, ne sont plus affectés 
que d’un diviseur indépendant de Æ, et la recherche^ 
de Y) en devient moins pénible. , Ce troisième procédé, 
publié en 1798 , est moins rçbutanJlj,flue les deux autres j 
néanmoins son auteur reconnoît qu’// peul entraîner dans 
des calculs assez longs. [De la Résolution etc., p. 2 a 3 - ] 
i 3 . « Le nombre D [ trouvé âiujie de ces trois /nanières] 
» poun-a être souvent beaucoup plus petit qu’il ne ’seroit 
» nécessaire pour faire découvrir toutes les racines; mais, 
» dit M. Lagrange , il n’y a à cela d’autre inconvénient que 
» d’augmenter le nombre des substitutions successives à 
» faire pour x dans la proposée » [ Séances des Ecoles 
Normales y tome 3 , p. 466]. Cet inconvénient paroît 
encore assez grave dans la pratique , car il peut , en cer- 
tains cas, donner lieu à des milliers, et même à un 
nombre indéfiniment plus grand, d’opérations superflues. 
Du reste , l’auteur l'a considérablement diminué , en 
donnant le moyen d’opérer , par de simples additions et 
soustractions, les substitutions de nombres entiers qui 
suivent celles des m premiers nombres i , 2 , 3 , etc. , 
dans une équation du degré m. 

> 14. Il semble donc que la méthode de la limite de la 
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plus petite difif<5rence des racines, qui d’ailleurs porte 
l’empreinte du génie de son immortel auteur, ne réponde 
pas, en tout point, à l’objet qu’il s’est proposé, qui est 
de « déterminer les premières valeurs à substituer 
» pour X , desorte que , d’un côté , on ne fosse pas trop 
» de tâtonnement inutiles ^ et que , ^ de l’autre , on soit 
« assiuré de découvrir, par ce moyen, toutes les racines 
» réelles de l’équation » \Séa7ices des Ecoles Normales , 
tome 3 , p. 477 ]. Nous ferons voir dans les chapitres 
suivans qu’on peut , à beaucoup moins de frais et sans 
recourir à cette longue et pénible recherche de la limite 
de la moindre diflérènce des racines, se procurer tou- 
jours cette assurance.' 

15. En outre , le désir du célèbre auteur étant que 
les règles ‘de la résolution des équations numériques 
soient données dans l’arithmétique, sauf à renvoyer à 
l’algèbre lés démonstrations qui dépendent de cette der- 
nière science , ne peut-on pas dire que ce vœu ne se 
trouve point rempli par une méthode dont la théorie 
est trop compliquée, et la pratique trop difScile pour 
des commençons? 

16. Il restoit donc encore à glaner dans ce même 
champ où M. Lagrange a recueilli une si abondante 
moisson. Nous avons cherché à réaliser son projet, en dé- 
couvrant une méthode nouvelle d’une théorie simple et 
d’une application facile. Nous présentons aux jeunes élèves 
un aliment de facile digestion, dont peut-être ils nous 
sauront quelque gré. Nous n’osons nous flatter d’obtenir 
le même accueil des personnages consommés dans la 
science : suivant un ancien adage , les mouches ne sont 
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point la pâture -des aigles, aquila non capît muscas. Oa 
voudra bien cependant observer que les méthodes des an- 
ciens, lesquelles supposoient un grand travail, une grande 
force de tête, ont cédé la place, dans l’enseignement, à 
des méthodes modernes plus à la portée du vulgaire ; nous 
espérons que cette considération préservera d’un superbe 
dédain les précédés aussi faciles à pratiquer qu’à concevoir, 
que nous offrons en ce moment au public. 

17. A cette considération il en faut joindre une autre, 
tirée du besoin que l’on a d’une méthode qui soit pra- 
ticable et vraiment usuelle pour la résolution des équa- 
tions numériques, si l’on veut que l’algèbre puisse s’appli- 
quer convenablement aux arts et aux besoins de la société. 
Nous rappellerons, à ce sujet, ce que disoit l’académicien 
Rolle, lorsqu’il publia sa méthode des Cascades. «l,ors~ 
» qu’on a envisagé toutes les conditions qui sont néces- 
» saires pour le succès d’une entreprise, on pourroit sou- 
» vent s’aider de l’algèbre pour y réussir ou pour en 
» connoître l’impossibilité ; mais on aime mieux chercher 
» d’autres conditions , ou tenter l’exécution par différens 
» moyens, que d’avoir recours à cette science, et, en cela, 
» on a eu quelque raison : car^si l’on veut^ servir de 
» l’algèbre dans l’invention d’une machine ou pour quel- 
» qu’autre recherche , en n’employant d’ailleurs qüe les 
» expériences des physiciens et les principes des géomètres, 
» on arrivera à des égalités {équations) irrationnelles d’un 
» degré fort élevé , et il est plus difBcile d’éviter ces éga- 
» lités dans cette application , que d’éviter les fractions 
» quand on pratique l’arpentage. Cependant les règles 
» qu’on a données jusqu’ici pour résoudre ces égalités, ne 
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a sont ni scientifiques ni générales , et il sufiRt de les éprou- 
» ver pour en être rebuté ». On a aujourd’hui , à la 
véi ité , des règles scientifiques et générales ; mais quel 
est celui qui, les ayant essayées, pourra dire qu’elles ne 
sont pas rebutantes ? 

i 8 . Si dans cette esquisse des travaux de deux siècles , 
concernant lu résolution des équations numériques , l’im- 
mortel Descartes semble avoir été oublié, c’est que nous 
nous sommes réservé d’en parler ailleurs. Comment au- 
rions-nous pu oublier sa fameuse fègle des variations et 
des permanences de signes, publiée pour la première fois 
en 1637, et qui, longtemps négligée, reçoit dans notre 
méthode une application nouvelle, et, en quelque sorte, 
une nouvelle existence ? 
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CHAPITRE IL 

Faobléhe fréliminaire : Eia?it donnée une équation 
numérique en x d^un degré quelconque ^ trouver ^ par 
de simples additions et soustractions , les coefficiens 
de sa tran^ormée en {x — i ) ; et généralement , de 
sa transformée en(x — n), a étant un nombre entier 
ou décimal. 


19. Avant que de donner la solution de ce problème, 
nous expliquerons ce qu’il faut entendre par les sommes 
premières , secondes , troisièmes , etc. , d’une suite de 
termes. - - ~ 

Lorsqu’une suite de termes quelconques étant donnée, 
on forme une autre suite sommatoire de la f»emière, 
c’est-à-dire, qui a pour loi que son n*^"^ terme soit la 
somme des n premiers termes de la suite donnée , cela 
s’appelle prendre les sommes premières , ou simplement 
les sommes de la première suite. 

Ce mot somme doit s’entendre dans le sens algébrique j 
il exprime l’excédant de la somme des termes précédés 
d’un des signes -f- ou — sur celle des termes précédés 
du signe contraire. 

Prendre ensuite les sommes de ces sommes premières, 
cela s’appelle prendre les sommes-secondes de la suite 
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donnée. De même , les sommes de ces sommes-secondes 
s'appellent les sommes-troisièmes de la première suite , et 
ainsi du reste. 

Voici un exemple de ces diverses sommes : 

Suite donnée 1...1... i... i... i. 

Sommes-premières i . . . 2 . . . 3 . . . 4 . . . 5 . 

Sommes-secondes i . . . 3 . . . 6. . . xo. . . i 5 . 

Sommes-troisièmes i. . .4. . . 10. . .20. . . 35 , 

etc. etc. 

Les suites dont on s’est servi dans ce premier exemple, 
appartiennent à celles des nombres que les Géomètres 
appellent nombres jfigurés , lesquelles ont généralement 
pour x“ terme , l’unité j pour 2® terme , un nombre 
entier m ; et pour terme ua nombre exprimé par 

,ï.a >1) * 

'Autre exemple, dans lequel la suite donnée est com- 
posée de termes pris arbitrairement, les uns positifs, les 
autres négatifs : 

Suite donnée 5 — 3 -+- 4-— 3 -H o— x. 

Sommes-premières . . 2-t- 7-4- 4-4- 8-4- 5-4- 5 -f- 4. 

Sommes-secondes. . .2-4- 9-4-13-4-21-4-26-4- 3 i- 4 - 35 . 

Sommes-troisièmes. . 2-f-i i-4-24-4-45-4-7x-4-io2-4-i37. 
etc. etc. 

20. Voici maintenant deux propositions d’où résulte 
la solution demandée. {Pour leur démonstration , vc^ez 
ci-après les NoT£S.) 


• Digiiized by Google 


( i3 ) 

Première proposition. La somme des n premiers 
termes d’une suite quelconque, égale la somme de ces 
termes multipliés respectivement , mais en ordre inverse , 
par les n premiers nombres figurés de l’ordre m , c’est-à- 
dire , appartenant à la suite dont le second terme est m. 

Ainsi la somme des n premiers termes de cette 
suite 

est égale à.... A— 4- mA A, 

Par exemple , la somme-troisième de ces quatre termes 
3 4-5 — 34 - 4 est ( 1 x 4 — 3 x 3 H- 6 x 5 -d-ioX 2 )= 45 , 
de même qu’on l’a reconnu plus haut en prenant les 
sommes et les sommes de sommes. 

Seconde proposition. Un polynôme quelconque , pro- 
cédant suivant les puissances entières et positives d’une 
quantité x , depuis le degré m jusqu’au degré zéro , se 
transforme en un autre polynôme d’égale valeur , procé- 
dant suivant les mêmes puissances de (.r — i ) , dont les 
coe£5ciens respectifs , à commencer par celui du dernier 
terme , sont , 

1 °. La somme-première de tous les coefficiens du po- 
lynôme douné. 

a®. La somme-seconde de tous les coeflSeiens , hormis 
le dernier. 

3®. La somme-troisième de ces coefficiens , excepté les 
deux derniers. Lt ainsi de suite. 
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Soit > par exemple , ce polynôme 

2 x 3 — 3 x* -h 5 « — 3 . 

CoeflRciens donnés ... . 2— 3 -h 5 — * 3 . 
Sommes-premières . . . 2 — 14-4-+-!. 

Sommes -secondes. . . . 2-t-i-f-5. . « 
Sommes-troisièmes ...24-3...,, 
Sommes-quatrièmes. . . 2 

Ainsi les coeflSciens du polynôme en (x — i)sont,.„. 
24"34-54“I î 

et l’on a 

2 (x — I )’ 4 - 3 (x— i)* 4 - 5 (x— - i) 4 " i=ax*— •Sx'-t-Sx— 5 . 
Cette équation a lieu , quelque valeur qu’on donne à x. 
S’il manque dans le polynôme proposé quelque puis- 
sance de X , il faut la mettre en évidence , en lui donnant 
zéro pour coeflScient. 

Soit, par exemple, x 3 — yx 4- 7. 

Coefificiens donnés. . . . 14-0 — 74-7. 
Sommes-premières . . . 14-1 — 64-1. 
Sommes-secondes. . . . i-4-2 — 4. . . 

Sommes-troisièmes . . . i 3 

Sommes-quatrièmes. . . i 

On a donc.... 

x 3 — 7 x 4 - 7 =(x — 1)34-3 (a: — 1 )“ — 4 (x — i) 4 - r. 

21. Il est évident qu’une équation dont le premier 
membre est égal à zéro , offre précisément le même 
cas que le polynôme de la proposition précédente. Ainsi 
l’algorithme par lequel on obtient la transformée en 
(x — i) d’une équation donnée en x, consiste dans le 
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même procédé employé pour la transformation d’un po- 
lynôme d’ime valeur quelconque. 

Etant donc donnée l’équation.... 

x 3 — yx-h 7 = 0, 

les coefificiens de sa transformée en (x — i) sont.... 

1 -H 3 — 4 -h I. 

Pareillement , pour l’équation.... 

x 3 — 2X-— 5 = 0 , 

les coefficiens de sa transformée en (x — i ) sont.... 

I - 4 - 3 -h I — 6 . 

22. Par le même algorithme , on passera de la trans- 
formée en {x — i) à celle en (.r — 2); de celle-ci à la 
transformée en (x — 3 ); et ainsi de suite indéfiniment. 

On obtiendra donc très-promptement les coefficiens de 
ces diverses équations. 

Coefficiens des équations, dans le exemple dun° 2 i... 

erxx iH-o— yHt 7 

en.(x — i). . . 1-4-3 — 4-f- I 
en(a; — 2). . . i-t-6-4- 5 - 4 - i 
en(ar — 3 ). . . 1-4-9-4-20-4-13 
etc. etc. 

Coefficiens des équations , dans le second exemple.... 

en X 1-4-0 — 2 — 5 

en(x — i). . . I-+- 3 - 4 - i— 6 

ea(x — 7). . . — i 

en (x — 3 ). . . 1-4-9-4-25-4-16 
etc. etc. 
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i 3 . Il est aisé d’observer que par ces transformations, 
on finit par avoir des coefficiens qui sont tous de même 
signe. 

Observons aussi que si l’équfition proposée n’est que 
du troisième degré , on peut obtenir les eoefficiens de 
ses transformées successives par un moyen encore plus 
rapide que l’algorithme général. Nos lecteurs le devine- 
ront sans peine à la simple inspection des coefficiens re- 
présentés dans le n° précédent. Dans ce cas , le calcul des 
transformées s’opère instantanément , sans avoir besoin 
d’écrire d’autres chiSres que ceux qu’on voit ici. 

34. Le même algorithme foûrnit le moyen d’obtenir 
les transformées en (x — 10), (x — 20), (x — 3 o), etc.; 
celles en (x — 100), (x — aoo) , (x — 3 oo), etc.; etc. 

Il faut , pour cela , sxibstituer dans la proposée une 
inconnue af qui soit, respectivement, dix fois, cent 
fois , etc. moindre que x. Les coefficiens de cette équation 
en x' s’obtiennent , comme l’on sait, sans calcul , par le 
placement convenable de la virgule qui indique les dé- 
cimales. 

On se procure ensuite les transformées en (x' — i), 
(x' — 2), (x' — 3 ) , etc.; ou, ce qui revient au même, 

“ (^)’ (^)' (^)> “•••• 

x = — , ou X = -7— , etc. 

10 ’ 100 ' 

Il ne s’agit plus que de rendre les inconnues de ces 
transformées , respectivement , dix ou cent fois , etc. aussi 
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grandes ; ce qui s’opère par le déplacement convenable 
de la virgule dans leurs coefficiens. 

Soit , par exemple , l’équation , 

x3 — 4x*-t-3x — 6=0, 

dont on demande les transformées en (x — lo), âo), etc. 

On fera x = lox"', d’où..» 

æ '3 — 0,4a/* -h 0,03.2;'—- 0,006 = O. 

Coefficiens des équations.... 

en I — oyj. H- o,o 3 — 0,006 

(x'— i). . .1 -t- 2,6+ 2,a3-f-o,6a4 

en (— ou (æ — 2 ) ... H- 5,6 -I- 10,43 - 1 - 6,464 
- etc. etc. 

Et par conséquent on aura , pour les coefficiens des 
équations.... 

en (2; — 10). . .1 -f- 26-h 223 -t- 624 
en (x — ao). . . i — f- 56 H- 1043 -t- 6464 
etc. etc. 

On voit aisément comment, par une marche ana- 
logue, on se procureroit les transformées en (x — 

etc. J celles en (x— rrj, (x— rb), etc. j etc. 
a5. Si l’on veut avoir l’équation où l’inconnue de la 
proposée est diminuée d’un nombre de plusieiu-s chiffres, 
par exemple , l’équation en (x — 3ia) ; on se procurera 
d’abord l’équation en (x' — 3), en faisant x= loox'; et par 
suite, celle en (x — 3oo), comme il vient d’être indiqué. 

Puis on fera x — 3oo=iox'j on obtiendra l’équation 
en (x*— i)j et par suite , celle en(x — 3io). De cette 
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dernière , on passera à celle en et de celle>à 

à l’èquation demandée en (x — 3i2). 

Voici, par exemple, la marche qu’il iàudroit suivre, 
si la proposée était 

. — 4x^-+-3x — 6 = 0 ., 

Soit x= loox' j d’oii 

af 3 — o,o4x'* -4- o,ooo3x — o,ooooo6 = o. 

CoefiRciens des équations 

en x' X — 0,044- 0,0003 — 0,000006 

' en (x' — i). . . I 4- 2,96 4- 2,9208.4- 0,960294 
en (x' — 2). , .i4-5,964-xi,â4o3-4- 7,840694 
en (x^ — 3). . .14-8,964-26,76034-26,640894 

Ainsi les coefficiens de Péquation en ( x — 3oo) sont... 

I 4- 896 4- 267608 -4- 26640894. 

Faisant ensuite x — 3oo=iox', on a les coefficiens des 
équations... 

en X* 14- 89,6 + 2676,03 H- 26640,894 

en ( X* — I ) ... I 4- 92,6 •+■ 2858,23 -f- 29407,624. 

Or X* — 1 = ^ ; il s’ensuit qu’on aiura les cœffi- 

ciens des équations.... 

en (x — 3 io). . . i 4-9264-2858234-29407524 
en (x — 3 ii). . .14-9294-2876784-29694274 
en (x — 3i2). 1 .14-982 -+-289539 4- 29982882. 

Il est aisé de voir comment on obtiendroit l’équation 
où l’inconnue de la proposée seroit diminuée d’un nombre 
décimal de plusieurs chiffres; par exemple, l’équation 

en : nous ne nous arrêterons point à cm 

détails. 
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a6. En considérant le tableau des opérations par les- 
quelles on passe d’un polynôme en x à son équivalent 
ea(x — I ) [ 20 ] , on n’aura pas de peine à reconnoître 
comment on peut passer réciproquement d’un polynôme 
en (x — I ) à son équivalent en x ; et parconséquent , 
de celui en x à son équivalent en (a: + 1) , et ainsi de 
suite. Dans le premier cas , on a pris des sommes ; dans 
le second, on prend des d^érenccs. 

Choisissons pour exemple, le polynôme en x du n“ ao, 
dont les coefficiens sont.... 


2 — 3-h5 — 3 J 

et son équivalent en {x— i), qui a pour coefficiens. 


' 2 -h 3 -H 5 -f- I. 

Pour passer de celui-ci à l’autre , on écrit ses coeflSeiens 
et on procède comme il suit : 

* • ‘ 

Coefficiens du polyneme en . .3 >f- 3 *4- < 

Suites dans chacune desquelles le ( 
nièBu terme est la différence du ) aii»». . . a — i -f- 5. . . .■ 

, terme qui le précède au terme j 3'^“'. . .a — 5 • 

R'^ de la suite supérieure... ' 


On obtient ainsi les cocfBciens du polynôme en x, et 
Fon se procurera de la même manière ceux du polynôme 
en (x-f- I )• En voici le tableau 


Coelliciens du polynôme en x 


Suites de différences prises sui- 
vant la loi qui vient d’être indi- 
quée 


i‘*«. 


a-3-l- 5— 5 
a — 5-f- 10 — 15 

a— -7-4-17 

3—9 

a 


* 


Digitized by Google 



( iO ) 

■ Les coefEciens obtenus pour le polynôme en 
sont.... 

2 — 9 H- 17— 13 ; 

ce qu’il est d’ailleurs aisé de vérifier par le procédé 
inverse. 

27. On a remarqué ci-dessus qu’en opérant les trans- 
formations successives en(ar — t), (■^ — 2), etc., on par- 
vient à une transformée en (jc — u) , dont tous les termes 
sont de même signe. Ici l’on observera que les trans- 
formations en (a:-+-i),(2;-+-2), etc. conduisent à une 
transformée en dont les termes ne présentent 

que desvanatidns de signe, comme on le remarque dans 
le- polynôme en (x-Hi) du dernier exemple, dont les 
coefficiens sont alternativement précédés du signe -+- et 
du signe — < Lorsqu’on est une fois parvenu à ce poly- 
nôme en ( X -h u' ) , les transformées ultérieures en 
(x -h u'. ~h 2) , etc. n’offriront aucune 
■permanence de signe : cela s’apperçoit par la nature même 
du procédé. 

Les équations du troisième degré sont susceptibles 
d’une abréviation analogue à celle qui est indiquée au 
n® a 3 . 


il — . - • - -t. . . I ' 
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CHAPITRE III. 

Diverses notions Jbumies yar V Algèbre , concernant 
les équations numériques. 

a8. Ow peut toujours transporter dans un même 
membre tous les termes d’une équation , ensorte qu’elle 
paroisse sous cette forme : 

m étant un nombre entier positif; les coefficiens ayant 
par eux-mêmes une valeur positive ou négative , et quel- 
ques-uns pouvant aussi être nuis. C’est sous cette forme 
que nous considérerons toujours les équations. 

Le but principal qu’on se propose dans la résolution 
d’une équation détenninée , est de trouver exactement 
ou par approximation , s’il y a lieu , tous les nombres 
réels , dont la substitution , à la place de Tinconnue , 
rend nulle la somme de tous les termes du premier 
membre. On donne à ces nombres le nom de racines 
réelles de réquation ; elles sont ou positives ou négatives. 

39. Le nombre des racines réelles d’une équation ne 
peut jamais surpasser m, c’est-à-dire , le nombre qui en 
indique le degré; il peut lui être inférieur , ou même être 
nul. L’excédant de m sur le nombre des racines réelles 
est nécessairement un nombre pair , indicateur du nombre 
des racines imaginaires qui satisfont à l’équation. 

On entend par quantité imaginaire, le symbole d’un 
résultat d’opération, impossible à obtenir, à raison de 
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son absurdité : par exemple , la racine quarrée d’une 
quantité négative , telle que 4 . 

Toute racine ou quantité imaginaire se peut réduire 
à l’une de ces formes > + — B,et + A — y'” — B, 

A et B étant des quantités réelles. Si une équation a une 
de ses racines sous une de ces formes, elle en a nécessaire- 
ment une sous l’autre ; les racines imaginaires se trouvant 
ainsi toujours unies par couples. 

3o. Toute équation qui a pour racine un nombre -hn, 
est divisible par le facteur x^n\ celle qui a une couple 
de racines imaginaires, est divisible par le facteur réel 
du second degré , x* + 2 Aa; -H A* -t- B. 

Généralement , une équation du degré m est le produit 
de 7 n facteurs simples , soit réels , soit imaginaires : le 
nombre des facteurs simples réels est égal à celui des ra- 
cines réelles de l’équation. 

3r. Lorsque, par la substitution d’un nombre n à la 
place de a; , la somme de tous les termes de l'équation est 
rendue égale à une quantité positive ; et que la substitu- 
tion d’un autre nombre n- donne au contraire un résultat 
négatif, on est assuré qu’il y a une ou plusieurs racines 
en nombre impair, dont la valeur est comprise entre n 
et n', et réciproquement 

Mais la substitution ne donne point de résultats de signes 
différens , lorsque les racines comprises entre n et n sont 
en nombre pair. 

La substitution de quelque nombre que ce soit ne donne 
que des résultats positifs , lorsque l’équation n’a que des 
racines imaginaires. 


Digitized by Google 



( 23 ) 

32. Quand on change , dans une équation , le signe des 
termes du rang pair , ou de ceux du rang impair , les ra- 
cines de l’équation , après ce changement , sont les mômes 
qu’avant, au signe près ; c’est-à-dire que les racines néga- 
tives deviennent positives, et que les positives deviennent 
négatives. 

11 s’ensuit que pour trouver toutes les racines réelles 
d’une équation , il suffît de savoir trouver les racines 
positives. * 

33. Toute équation de degré impair a , pour le moins , 
une racine réelle positive, si son dernier terme est négatifj 
ou une racine réelle négative , si ce terme est positif. 

Dans les équations de degré pair , il y a toujours , pour 
le moins , une racine réelle positive , et une autre négative , 
si le dernier terme est négatif j mais si ce terme est positif, 
on n’en peut rien conclure pour' la réalité 'des racines. 

34 . Le résultat de la substitution d’un nombre db i 

la place de x, dans une équation donnée , est égal au terme 
tout connu de sa transformée en Par conséquent 

H-n est une racine de la proposée, lorsque le dernier 
terme de la transformée en (x^n) est égal à zéro. Et 
généralement, la proposée a autant de racines égales à-4-n. 
qu’il y a , dans cette transformée , de termes consécutiis , 
à commencer par le dernier , qui égalent zéro. 

35. La somme du coefficient du premier terme d’une 
équation et du plus grand coefficient de .^igne contraire 
étant prise sans qu’on ait égard aux signes, et divisée par 
le premier coefficient, le quotient est plus grand que la 
plus grande racine positive qui puisse appartenir à l’équa- 



C 24 ) 

lion ; et ce quotient s'appelle une limite de cette plus 
grande racine. 

Si le coefficient du premier terme de l’équation est 
-J- I , le plus grand coefficient négatif, pris positivement 
et augmenté de Tunité , est une limite de la plus grande 
racine positive. 

On a , pour obtenir une limite plus approchée de la plus 
grande racine positive , divers moyens qu’il est inutile de 
rappeler ici. Observons seulement qu’on peut souvent y 
parvenir en faisant x=i ox , ou ar= i oox', etc. , l’équation 
en x' pouvant indiquer unelimite de la plus grande valeur 
de X, qui décuplée, ou centuplée , etc. , donne pour jc 
une nouvelle limite beaucoup plus rapprochée. 

Exemple..., 

Equation ena; 2Æ*-t- 3 j:‘— 481=0 

Equation ena:'=-^. . .x'*-+-o,zx'!-+-o,o 3 x'‘ — 0,0481=0 ; 

la limite en plus de x' étant 1,0481 , celle de x est 10,481 ; 
et cette dernière est bien plus resserrée que 482, limite 
indiquée par le plus grand coefficient négatif de l’équa- 
tion en X. Cette limite plus resserrée peut se reconnoître 
à la seule vue de la proposée, par une simple opération 
mentale. 

Le terme tout connu de l’équation étant divisé par la 
somme de ce terme et du plus grand coefficient de signe 
contraire, prise sans égard pour les signes, le quotient est 
plus petit que la plus petite racine positive que l’équation 
puisse avoir ; il en est une limite. 

36 . L’Algèbre fournit le moyen de préparer une équa- 
tion , de manière que son premier terme n’ait d’autre 
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coefficient que l’uhkë , et que les autres coefficlens soient 
tous des nombres entiers. 11 en résulte que les équations à 
résoudre peuvent toutes être considérées comme ramenées 'h 
cette forme. 

L’équation ainsi préparée ne peut avoir pour racines réelles 
que des nombres entiers ou des nombres 'fractionnaires irra- 
tionnels. En général , ces racines irrationnelles ne sont sus- 
ceptibles d’être déterminées que par approximation. 

37 . L’algèbre donne aussi le moyen de débarrasser une 
équation des racines égales quelle peut avoir ^ ensorle que 
les racines multiples n’y subsistent plus qne comme racines 
simples. Ainsi les équations à résoudre peuvent être consi- 
dérées comme n’ayant que des racines inégales. , 

38. Une équation ne peut avoir plus de racines réelles po- 
'sitlves, qu’il n’y a dé variations dans la succession des signés 
de ses coefficiens ; ni plus de racines réelles négatives , qu’il 

• ne s’y trouve de permanences de signe : telle est la fameuse 

• règle de Descartes. . ■ 

Ainsi , dans le cas où toutes les racines'' de l’équation sont 
réelles, il y a précisément autant de racines positives que de 
variations de signe , >et autant de racines négatives que de 
permanences. .:i ' ■ , • 

‘Lorsqu’un des’coefficiéns de l’équation est zéro, et que 
les coefficlens du terme précédent et du suivant sont de 
même signe , l’équation a nécessairement des racines imar 
ginaires. 

On peut reconnoître si ime équation a toutes ses racines 
réelles ou non , au moyen de l’équation dont les racines spnt 

& 
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les quarrés des difTérences des racines de la proposée. Dan^ 
le premier cas, cette équation aux quarrcs des différences 
n’a que des variations de signe j tandis quelle a nécessai- 
rement des permanences , si la proposée a des racines imagj- 
naires. Mais le calcul des coefficiens de cette équation est en 
général tellement pénible , qu’on n’est guère tenté d’employer 
ce moyen . ‘ 

3g. On peut déduire dé la règle de Descaries, les deux 
propositions suivantes : 

1 °. Une équation en .r, dont toutes les racines sont réelles, 
a autant de racines comprises entre zéro et p j qu’il y a de 
permanences de signe dans la transformée en (.r — ^), de 
-plus que dans l’équation en x. * 

I». Une équation de celte espèce ne peut avoir, soit ime, 
.soit deux, soit n racines comprises entre zéro e\.pj si sa trans- 
fonuée en (x — p) n’a pas, respectivement, une, ou deux, 
ou » permanences de signe, de plus cpxc^réqualion’en x. 

iV, B. Nous avons ffemontré, dans un Mémoii'c .-présenté h la 
première classe derinsliiul, en i8ii , que la seconde proposition 
est applicable k une équation quelconque ; toutefois , celle propo- 
sition n’étant pas absolument nécessaire pour l’emploi de notre 
Méthode , nous nous abstenons de nous en servir dans le corps de 
l’Ouvrage , et nous renvoyons ailleurs sa ^déinonstration',' qui sera 
jointe k celle de plusieurs autres théorèmes concernant les va- 
• rifttious et les permanences de signe. I’Appendice^ art. i") 





. , ' • . - i :: s. ■) 'J'i'ï Vi.. i.iU •>' \ : 

‘ J 'Ml \ . 'k;.‘ ‘ f ^ ‘ . I ‘f! 
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CHAPITRE IV. 

Exposition de la nouvelle Méthode. Première Partie. 

Cas oit Von n'a besoin que de cette partie de la 

Méthode. 

40. Nous allons maintenant exposer successivement les 
divers procédés qui constituent notre Méthode , en ren- 
voyant aux n®* du chapitre précédent , où sont contenus 
les principes qui servent de base aux résultats que l’on 
obtient par ces procédés. Pour concevoir le rapport des 
uns aux autres , il suffit au lecteur qui ne seroit point 
■assez avancé dans l’Algèbre , de tenir les principes pour 
démontrés , sans chercher à en connoître la démonstra- 
tion ; et s’il ne veut que posséder le mécanisme de la 
Méthode, il n’a besoin que de savoir opérer les trans- 
formations , conformément à l’algorithme du second 
chapitre. 

41. Etant donc donnée une équation en x du degré 
on se procurera ses transformées successives en {x — i) , 
(x- — a),(x — 3 ), et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on 
parvienne à une transformée en (x — u) , dont les coeffi- 
ciens soient tous de même signe. 

Cette dernière transformée ne pouvant point avoir de 
racine positive, le nombre entier u est une limite de la plus 
grande valeiir positive de l’inconnue. 
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S’il arrive que la proposée elle-même n’ofire que des 
permanences de signe, il ne reste à chercher que les 
racines négatives qu’elle peut avoir , et on procédera 
comme il sera dit plus bus [44]. 

• I 

42. Lorsque le dernier coefficient d’une équation qui a 
pour inconnue {x — p), est égal à zéro , l’équation en x 
a une racine égale au nombre p j et plus généralement , 
si n coefficiens consécutifs de la transformée, à compter 
du dernier , sont égaux chacun à zéro , la proposée a n 
racines égales, chacune, à p [84]. Par cette circonstance, 
l’équation en {x — p) se trouve abaissée de n degrés. 

A raison de cet abaissement, il peut y avoir quelque 
avantage à ne débarrasser l’équation de ses racines égales, 
qu’après avoir opéré les transformations du n® 41. ’ 

• 48. Lorsque le dernier coefficient d’une équation en 

— p) est de signe contraire à celui de la transformée 
en —p — I ) , la proposée a une ou plusieurs racines en 

nombre impair, dont la valeur est comprise entre p et 
^ + 1. Car les coefficiens dont il s’agit , expriment préci- 
sément les résultats que donne la proposée, quand on y 
.met successivement p et p-^i à la place de x[ 3 t], 

44. Les racines négatives de la proposée étant , au signe 
près , égales aux racines positives qu’auroit cette équation 
si les signes de ses termes pairs étoient tous changés, on 
fera ce changement, puis on opérera comme ci-dessus [41] , 
et on obtiendra des résultats analogues. 

45. Par cette première partie de la Méthode, on trouve, 
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en certains cas , toutes- les racines réelles de l’équation , soit 
exactement , soit approximativement , à moins d’une imité 
près. 

Un premier cas est celui oik la proposée n’a ni racines 
imaginaires , ni plusieurs racines réelles comprises entre deux 
nombres entiers pet p + i . 

Un second cas est celui où l’on sait d’avance que toutes les 
racines de la proposée sont réelles , encore que , parmi ces ra- 
cines J il y en ait d’incotomensurables comprises^en tel nonabre 
que ce soit, entre deux nombres entiers consécutifs. 

Un troisième cas a lièu , lorsqu’on sait que l'équation n’a 
qu’une racine réelle , positive ou négative , on bien qn’e41e en 
a deux , l’une positive , «t l’autre négative , ainsi qu’il arrive 
dans des équations de cette forme, a* ^ A = o. 

46. Premier exemple. Soit l’éqtration 

— ioa^+36ar»— 54x+a7=o. >' 

Coelficiens des équations. . . 

en X I — 10+36 — 54+27 

en(.r — — 6 + 12 — 8 + o 
en.(.r — 3+ 3-^ i 
en (.r — 3)...i+ ô+ ô+ o. 

Les racines de dette équation -sont dobb 1 et 3 3 cette der- ' 
nière racine est triple [42], c’està-dire que Ha proposée est 
divisible par (a?. — 3.)^. . . - 

• • . . • • 
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■ Second exemple.... x^—Sx^+x-{-’) ^ O. , 

Coefficiens des éqiialions 

en X I — 5 + 1+7 

en (.r — — 2-^,6+ 4 
en (.r — 2). .1.1+ i — 7 — 3 
en (or — 3 )...i+ 4 — .2 — 8 
en (j:— 4)... I + 7 +*. 9— 5 
en (jT — 5 )...i^+ 104-26+ 12. 

La proposée a donc deùx racines positives incommensu- 
rables ^ dont les valeims.sont'res^cüvement comprises entre 
I et 2 , et entre 4 «t 5 . Pour avoir en^te la racine négative, 
on change les signes deS termes de rang pair dans la proposée 

[ 44 ]jetl'gna 

x^ + 5 x’ + x — 7=»«. 

Coefficiens des équations ' 

en x = — X . . 1 + 5+ ,i — ^ . 
en (x— i), , . 1 + 8+14+0. 

Donc la racine négative de la proposée est — i . 

Troisième exemple.... — ^x + 7+=o. ■ 

Coefficiens des équations 

cn oc I-j-0 ‘ 7 y 

en (ar— 1). . '. i + 3 — 4+1 

en (or— 2). .; 1+6 + 5+ 1. -J 

Coefficiens des équations 


en x= — X. . 
en (x^i) ... . 
en (x — 2) . . 
èu (x— 13) . . 
en (x— 4 ) . . 


i_ O— 7_ 7 

1 + 3. — 4' — 13 
I + 64. 5 — 13 
1+9 + 20 — I 
I + 12 + 4 i + 29. 
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L’ëquatlon proposée étant de celles qu’on sait avoir 
toutes ses racines réelles ^ il en résulte que non -seule- 
ment elle a une racine négative dont la valeur est entre 
— 3 et — 4 [43 ] , mais aussi qu’elle a deux autres racines 
positives comprise entre i et 3 , parceque la transformée 
en(x — 2 ) a deux permanences de signe de plus que 
celle en (x — i) [ 3 p]. Telle est, dans ce cas , la consé- 
quence de la règle de Descartes. 

Quatrième exemple.... x ^ — 1745 = o. 

Coeffîciens des équations.... 

en X 1 - 4 - 0-4- O — 1746 

en ( x — 3 - 1 - - 3 — X744 
en ( x — 6+ 12 — 1737 
en (x — 3 )-..x-f- 9-4- 27 — 1718 
en (x — 4 )-”i-+- X2-I- 48 — x68i 
en (x — 5}->'i-4-i5-l7 76 — 1620 
en (x — 6)* • *1-4- i8-^ 108 — 1629 
en (x — 7).-.i-4-2i-t-i47-— 1402 
en (x — 8). ••1-1-24-4- 192 — 1233 
en (x — 9). ••1-4-27-4-243 — X016 
en (x — lo)^ •• x- 4 - 3 o- 1 - 3 oo — 746 
en (x — I !)?“•'. X -4 - 33 -4- 363 — 414 
en (x — 36-4-432 — 17 
en ( x — X 3 )- ••1-4- 39-4-5074- 45a. 

Donc la racine de l’équation est entre 12 et i 3 . 

47. Nous avons suivi dans ce dernier exemple, la 
marche la plus longue ; car il est aisé de voir que x 
devant être un nombre entier, exprimé par deux chiffres, 
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on pouvoît d’abord se procurer les transformées en 
(x — lo), (x — 20), etc. , par le procédé indiqué plus 
haut [24]» en faisant d’abord x — lox" , ce qui changeoit 
. l’équation en x'i — 1,746 = o. 

Coefficiens des équations.... 

cnx' H-o-f- O — 1,745 

en ou (æ'— i)...i-h 3 + 8 — 0,745 

en ou (x — 2).".'. I -+-64-12 -i* 6,255 

Et par conséquent.... 

en (2? — 10). • .1 -4- 3 o 4- 3 oo — 745 
en (2: — 20). . . I 4 " 60 4" 12004-6255. 

Donc la racine est entre 10 et 20. Il ne reste qu’à se pro- 
curer les transformées successives après celle en (2: — 10}, 
jusqu’à celle en (2: — 19) tout au plus. 

Coefficiens des équations 

en (x — lo)- I -4- 3 o 4 - 800—745 
en (x — II). . • i4-33-)-363 — 414 
en (x — 12). . -1 4-864-432 — 17 
en (x — i 3 )...i 4 " 394*507 + 462. 

Et l’on conclura , comme plus haut , que la racine 
ou cubique de 1746 est entre 12 et i 3 . 

La nouvelle Méthode offre donc un moyen d’ex- 
traire , par des additions et soustractions , la racine 
) exacte ou approchée , d’un nombre quelconque. 
Si l’on veut comparer cette méthode avec les anciens 
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procédés , nous laissons à juger lequel des deux moyens 
mérite la préférence. • ■ 

48. Le procédé que nous avons employé dans le 
n® précédent , n’est pas applicable seulement aux équa- 
tions à deux termes ; on peut aussi l’employer dans une 
équation quelconque , toutes les fois qu’on aura sujet 
de penser , d’après l’examen des coefficiens de la pro- 
posée , que le plus grand nombre entier , faisant partie 
de la plus grande racine positive , peut être exprimé par 
plusieurs chiffres. Dans ce cas , il pourra être plus con- 
venable de faire x — ou x — loox', etc., et do 

se procurer d’abord les transformées en (x — 10 ) , 
(x — 20 ) , etc. ; ou en ( x — 100) , (x — 200) , etc, etc. ; 
ou bien encore , de résoudre l’équation en a:' , à l’aide 
des transformées succe.ssi ves en ( x ' — i ) , ( x ' — i ) , etc. j 
puis d’en déduire les valeurs de x. 

Ces remarques détruiront sans doute cette objection 
que l’irréflexion pourroit opposer à notre Méthode ; 
savoir : « que $i les racines étoient exprimées en nombres 
» un peu grands , la Méthode seroit impraticable 
» par sa longueur , et qu’on auroit beaucoup plus tôt 
» fait de chercher les mêmes choses par les méthodes 
» ordinaires». 

On peut se rassurer contre cette prétendue longueur, 
puisque le nombre des transformées successives exigées 
par cette Méthode , si faciles d’ailleurs à obtenir par 
notre Algorithme , est égal au nombre des chifires qu’on 
veut avoir à la racine , plus la somme de ces mêmes 
ciiiffres considérés comme n’exprimant chacun que des 
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nnitës simples. Par exemple , pour avoir le nombre 812, 
le nombre des transformées seroit 3-h8-+-iH-2=i4. 

49. Veut-on maintenant avoir , dans les cas précé- 
dons, des racines plus approchées, à telle unité déci- 
male près qu’il plaira, on peut employer la méthode 
d’approximation qui sera exposée ci- après, au Cha- 
pitre VI. 
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CHAPITRE V. 

Suite de Pexposition de la nouvelle Méthode. Seconde 
Partie. Cas où cette Partie , jointe à la première , 
suffit pour Jaire découvrir les limites de toutes les 
racines réelles d^une équation. 

5o. Les cas mentionnés dans le chapitre précédent ne 
sont pas les plus nombreux. Tantôt l’équation à résoudre 
n’a que des racines imaginaires; tantôt ses racines sont 
toutes réelles, mais on l’ignore, et plusieurs d’entr’elles 
ayant pour limites les mêmes nombres entiers p et p-i- 1 , 
on ne peut les découvrir toutes par les seules transfor- 
mées en (x — I ) , (x — 2 ) , etc. ; d'autres fois quelques- 
unes des racines sont réelles, et d’autres sont imaginaires, 
sans qu’on'lé ^che ou qu’on soit instruit du nombre d^ 
unes ou des autres. Dans ces diverses circonstances , on 
aura recours à des transformées en la manière 

qui va être expliquée. 

5i. 11 faut d’abord observer que la résolution des équa- 
tions se réduisant à la recherche des racines positivesfSaJ, 
celte recherche elle-même se réduit à celle des racines 
positives qu’une équation quelconque peut avoir au-des- 
sous de l’unité. Ceci est une conséquence dès transforma- 
tions successives ; car il est évident que pour connoître 
toutes les racines positives de l’équation en a: , il suffit 
de connoître respectivement les racines positives infé- 
rieures à l’unité, I®. de la proposée ; 2 ®. de sa transformée 
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tn{x — r); 3°. de celle en {x — a); et ainsi de suite , 
jusqu'à la dernière transformée qui conserve quelque va- 
riation de signe. On voit en effet que pour découvrir les 
racines que la proposée peut avoir entre p et pH-i , il ne 
s’agit que de trouver dans l’équation en {x — p),les 
valeurs de l’inconnue (a: — p) comprises entre o et i. 
Tel est donc le problème dont il faut obtenir généra- 
lement la solution : Etant donnée une équation qui n’a 
point de racines égales , s’assurer si elle a , ou si elle n’a 
pas des racines comprises entre o et i. 

52 . Lorsqu’on ignore si l’équation proposée a foutes 
ses racines réelles , l’examen de la succession des signes 
ne fournit plus un indice certain de l’existence des racines 
qui peuvent être comprises entre p etp -f- i.Si l’équation 
CQ ( X — P — .i) a des permanences de signe de plus que 
l’équation en (2: — p) , le signe du dernier terme dans 
chacune de çes équations étant le même, on peut seule- 
ment soupçonner qu’il y a des valeurs de (x— p) entré 
2éro et un , et parconséqucnt des valeurs de x entre p 
et p -+- 1 ; mais ce soupçon reste à vérifier. 

D’une autre part , si la seconde proposition mentionnée 
au n° 39 étoit admise comme principe général pour une 
équation qiielconque , ce principe fourniroit un motif 
constant d’exclusion contre toute valeur qu’on voudroit 
attribuer à (x — p) entre zéro et un , toutes les fois que 
l’équation en (x — p — i) , n’a pas plus de permanence 
de signe que l’éqüation en (x — p). Dès lors on déter- 
mineroit sur le champ , au moyen des exclusions qu’on 
seroit autorisé à prononcer , les seuls nombres entiers 
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parmi lesquels on doive cherclier ceux qui sont , i moins 
d’une unité près,, les racines de l’équation proposée. 
Comme nous n’apporterons' point ici de preuves de la 
généralité de ce principe , nous allons recourir à un autre 
motif de rejet. , . 

53. Soit, par exemple, cette équation.... 

j;3 — 4^* -i-3x — 6 = O J 

l’équation inverse en « ou - est , comme l’on sait , celle 

dont les coefiieiens sont les mêmes que ceux de l’équa- 
tion en Xf mais en ordre inverse.... 

6z3 — 3s*-f*4z — 1=0. 

I a transformée en (a — i ) est..., 

6{z — i5(æ — *)*+ i6(z — i)-t-6 = o. 
Cette transformée n’ayant que des permanences de 
signes , offre un indice ou critérium certain de l’absence 
de toute racine réelle entre zéro et un , dans l’équation 
en X. Générahment réquation en x ne peut avoir plut 
de racines entre o et i , que la transformée en (z — i) 

ou n a de variations de signe. 

Et si l’équation en (z — i) a son dernier terme né- 
gatif, celle en X a , pour le*moins , une racine réelle 
entre zéro et un. 

54 . Appliquons ce critérium à l’équatiop.^. , 

x3 2X — 5 = 0 , 

et faisons ^ = z = g, , — et ainsi de suite. 
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Coefficiens des équations.... 

en X i- t O — 2 — 5. . . .en (z — i).rî.5+i7-f-i7-+- 6 

en (x— i). . . . 1+3-^- 1 — 6.... en (z,-— i). . . .6-|-i7+i3-t- i 
en (x — 2). . . . I+6-I-IO— i....en (z,— i)....t— 7—23—16 
en (x — 3). . . . i-t-9-|-25-f-i6. 

Et pour la recherche des racines négatives, soitx== — x, 
£ = 2 , etc. 

Coefficiens des équations •••* 

en X I— O — 2-}-5....en (z — 1). . . .5+i5-{-u-f4 

en (2—1). . . . i*4”5-t-i-|-4. 

Ces transformations collatérales suffisent , comme l’on 
voit , pour la résolution approximative de l’équation, à 
moins d’une unité près ; elles donnent l’exclusion à tout 
nombre négatif; et elles excluent en même temps tout 
nombre positif, excepté le nombre a , lequel est admis 
pour le plus grand nombre entier compris dans la racine , 
par le double motif que le dernier terme de l’équation 
en(x — 3) est de signe contraire à celui de l’équation 
en (x — 2), et que le dernier terme de l’équation colla- 
térale en (z, — I ) est négatif ; ces deux motifs coincident 
toujours ensemble. 

55. Ces transformations suffisent aussi pour détermi- 
ner , à moins d’une unité près , les racines réelles d’une 
équation , toutes les fois qu’à chaque couple d’équations 
en (x — p) et (x — p — i), dont les derniers termes 
respectifs sont de même signe , correspond une équation 
collatérale en (z, — i ) qui n’a que des permanences de 
signe. 
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Exemple.... .r^ — iàar* + 58a;* — i3aa:+ 121’'= o. 

«■ * — 11 +S 8 — i3»-t-iin. . .en (*— i). . tai+35a-f-388+*9* f ^ 

to C* — i)...i — 4*+' BS''*-»* 36-|- 96 -t-ioo-K 9 

44-'<>7- (».—»)•: , 9+ >44- >84- *64- 4 

en (x— 3)...i-t- o-f 4+ 4*«<“C»5 — 4-h i84- >8-i- >4-f- 9 

eo(xl-4)...i4- 44»io+ i>+ 9 . ' ' *■ ‘ 

Les transformées collatérales donnant ici l’exclusion k tout' 


nombre positif, et'la proposée n’ayant point de permanence 
de signe,. par conséquent pioint .de racine négative^ il s’ensuit' 
que toutes ses racines sont imaginaires. „ .. , <■ io!n 

y^u/re exemple.... 4 5.r* 4- &r-^ i2*=o, • 

J, Ço^ciensfles étpiations.,. . . •. .■ - .1 j ; >». >1 - l 

— ., 54 ^ ..«n ta44>4*494->54* 

en (ar— i).... I — i— 44. 5 — 5 ^. . ,ea . 54.15^164.144.4 

ën (jf— a). ?.‘î a— ^ a — •’ 4* • • .'en (a,— 1). . . 4 -f-« 843 » 4 ->î-f- 4 

fn 14 ^ 74-*B-f- 7 .-"' 4’ — i).... 4"f- 9 ' — ** — 38— a4 ’ 

«a C*t; 4)'.* •'>'fH**+4®4'584’>4. ' - ^ ‘ 

I Puis on X “ — x'j î sa Z , etc. 

.A iv - ‘ 1 • . ■ ’ .. -i... I ■ •» •■lin ' > é 

tioemcicns des equauons. . . ... . . . 

. .1. -.1: ^ ^ 

.n i4rir>4-,5— 6— ia.’..».en (s— i)...«ia 4 ; 54 - 4 - 88 -f' 5 i 4 - 7' 

en (x— 1 ). . . i4- *9-1->64' >3— 7 . .... .en (*,— i). . . , 74 - 5—53 — loa— 5a 
en (x— a'). . n-f*t 3 +S 94 ^io 64 ' 5 s. ' . ' ' ’ 

D’après Ibs tfiansfonnéès céllàtéralés','’op recohnoît que les * 
seule.s rtciilcs féelles de l’équatioti'‘sont '3 et — ’i ,j moins ' 
d’une unité près. ' d' 


) O. 


46 L’uniformité des signes dans l’équation en i ) 

ne pernteitaiit pas d’atlHbuer avc\iBe -VJtleur\à ( a? — 4- p ) 
entre o et 1 , on peut deiÀâhcier si la proposition inverse est 
également vraie ;,c’e^^4^ne^ uniibrtnité a toujoursl > 

lieu, lorsque x — p n’a aucune valeur positive inférieure à 
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l’unité. Si cela étoit , on volt que l’emplui des transfonnatious 
collatérales ne fournirok pas seulement un motif certain, d’en- 
clusion contre des nombres qni n’apparticnnent~pas aux ra- 
cines de l’équation proposée , mais qu’il feroit aussi connoître 
avec certitude les nombres entiers qui sont , à moins d’une 
unité près, des racines de celte équation. ! 

57. Pour obtenir la réponse à' oette demande, il faut' 
considérer que si x — p n’a pas de valeur entre zéro et un y > 

alors l’équation en z, ou n’ayant pas de valeur supé- 
rieure à l'unité, la transformée en (z, — i) ne peut avoir 
pour racines réelles que des racines négatives. ‘Donc tous les 
facteurs réels simples que cette transfoimée peut avoir, 
sont de la forme A \ et si ces facteurs' ne sont as- 

sociés qu'à_des facteurs du second degré de la forme 
— 1 )' + P — 1 ) + Q , ( A , P et Q étanil positifs paf 
eiuL-mémes ) , il est évident que la transformée en; (z, — i ") u’a 
pour lors aucune variation de signe. Or, cette forme des 
facteurs du second degré a toujours lieu dans la transformée , 
à l’exception d’nn seul cas , savoir , celui où l’équation en 
(^x—p') a une ou plusieurs couples de raçiaes imaginaires de 
la forme -\-f ~\r — ♦ , ensorte que fex. étant l’un: et l’autre 

moindres que l’unité, on ait P 1 — J") , et par consé- 
quent <P < V i,; 


Eu effet lorsqr.e 

t 

=/± v^». 




et 


I «i — r — y 

.1 (I ? f l 
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la partie vééWej—ç ^ — i ne peut être positive, à moins 

que le dénominateur y* -t- <p ne soit plus petit que y ce 
qui n’a lieu qu’autant quey et <P sont des fractions , et 
qu’on a <p < / — f * , ou ^ <f{ * — f) > d’où il suit que 
<p est alors moindre que \ ou 0,26; vu que ^ est, comme 
on sait , le plus grand produit que puisse donner une 
fraction multipliée par son complément à l’unité. 

Ce cas est le seul qui , introduisant dans la transformée 
en — 1) des facteurs de laforme — i)® — P 
pourvoit y donner lieu à des variations de signe, et laisser 
subsister la présomption de l’existence des racines entre 
zéro et un dans réquation en (a: — p). 

58. Ce cas d’exception s’évanouira nécessa'rement par 
l’effet des opérations ultérieures de notre Méthode , 
comme on va le voir dans le chapitre suivant. Mais il 
. suit dès à présent, du numéro précédent , que la seconde 
partie de celte Méthode fait connoître avec certitude, 
tantôt l’abscncc de toute racine réelle dans l’équation 
en {x — p) entre o et i ; tantôt l’alternative de l’exis- 
tence de plusieurs racines entre zéro et i , ou de celle 
d’une couple , au moins, de racines imaginaires , dont la 
partie réelle est une fraction proprement dite , tandis 
que la quantité précédée du signe — sous le signe ra- 
dical , est moindre que ^ ou o,25 , et même que le pro- 
duit de la partie réelle par son complément ù l’unité. 
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CHAPITRE VI. 

Fin de rexposition de la nouvelle Mclhode. Troisième 

Partie. 

59. Lorsqu’on sait avec certitude que la proposée a 
une ou plusieurs racines comprises entre p et/j-f-i,il 
reste à trouver une valeur exacte de ces racines jusqu’au 
nième chiffre décimal; et quand on a lieu seulement de 
présumer leur existence , il reste à opérer la vérification 
de ces racines douteuses. Un même procédé va remplir 
ce double objet; c’est-à-dire que la méthode d’approxi- 
mation pour les racines déjà connues ,'scra en même temps 
une méthode de vérification et d’approximation pour 
celles qui ne sont que soupçonnées. 

60. Soit qu’on ait la certitude que l’équation en (a- — p) 
a quelque racine comprise entre o et i , soit qu’on se trouve 
seulement autorisé à le soupçonner, on fait 10 (,r- — p) = x\ 
Autant X — p a de valeurs entre zéro et un , autant af en 
doit avoir entre zéro et dix. Il faut donc, au moyen des 
transformées en (x — i ) , {x ' — 2), etc. , jusqu’à celles en 
{x — 10) tout au plus , chercher les racines que l’équa- 
tion en x' a ou peut avoir entre 0 et 10. 

On se comporte dans cette recherche comme dans celle 
des racines de l’équation en a:; et l’on pai-vicnt de cette 


S 
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manière , soit à trouver la première d^'cimalc des racines 
dont la partie exprimée en nombre entier p est déjà con- 
nue; soit à reconnoîlre et à vérifier, à moins d’un dixième 
près , l’existence des racines comprises entre p et fp-t-i) , 
quijusques-làétoif douteuse, et qui cesse de l'être, parce- 
que ces mêmes racines ne se trouvent point comprises 

ensemble entre ^ -4 - Yq ) H- - ^ ■ * ^ , les dilTc- 

rences de ces racines entr’elles pouvant d’ailleurs être 
indéfiniment moindres que V?; soit encore à détruire la 
présomption occasionnée par des racines imaginaires 
, dans le cas où le critérium ou moyen d’ex- 
clusion mentionné dans la seconde Partie [ 53 ], s’est trouvé 
en défaut [ 67]. 

61. On parvient, disons-nous, à détruire ce soupçon 
à l’aide des équations en (x — p') et en (zV — i )> toutes 
les fois au moins que le centuple de la fraction <p est égal 

. ou supérieur à 5 ; ou , ce qui revient au même , toutes les 
fois qu’on n’a pas ^ < ~ , ou bien «p < 0,0026. 

Pour s’assurer de ceci , il ne faut que faire attention à 
l’équation io(a.- — p)—a. Lorsqu’une valeur imaginaire 
de (x — p) est f ; 4 - , la valeur correspondante de Xj 

est 1 0 / -1- — 1 CO 9 , et celle de (x' — ;/) est 

lOü?, ou bien /'i — 1 00 (p , 

si l’on fait \oj — p =_/ • On raisonnera donc pour l’équa- 
tion en {z'f — I ), comme on a lait ci-dessus pour celle 
en ( Z, — I ) [ 58 ]. 

62. Ce qui précède va s’éclaircir par l’exemple suivant. 
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Soit à résoudre l’équation.... 

X 3 — 5 iX^-H 76 iX— î 655 — o; 
ou bien, X étant égalé à lox, soit proposée cette autre 
équation.... 

— 5 ,ix* H-7,6 ix — 2,655 == o. 

L’équation n’fiyant point de permanence de signe , n'a 
point de racine réelle négative. 

Coefficiens dos équations.... 

en X I — 5 ,i-|- 7 ,Gi — a,G55. . .en (i— i )...a,G55+o,355 — a,i55 — o,855 

en ( j:' — — a,i + 0 , 41 + 0 , 855. . .en (s, — i)...o,855+i,q75+i,a85+o,i65 
en (i- — a) ... 1 + 0 , 9 — 0 , 79 + 0 , 1 65 . . . en (i,— i ) . . . 0 , 1 65 — o.aj 3— o, 185 + 1,375 
en (o:— '3)...i +3,9 

Donc zéro est admis comme racine approchée , à moins 
d’une unité près j le nombre i est exclus; le nombre 2 est 
à vérilier. 

Pour l’approximation de la racine admise ; soit 1 ox=x'y 



Coelliciens des équations.... 


en 

a:'. 


- 5 i 

+ 

761 

— 

2655 

en 

(•^ 

— 0....I.- 

00 

+ 

6Ga 

— 

' 9 H 

en 

(•^ 

— 2J....I - 

-45 

-f- 

669 

— 

i 3 a 9 

en 


- 3 ;....i - 

- 43 


48a 

— 

804 

en 


— 4 )....i - 

- 3 .J 


401 

— 

363 

en 



- 36 


3 a 6 


0. 


Donc x' = 5 ; d’où X •— 0,5. 

iV. B. On voit que les équations collatérales en (2' — 1) , 
(2', — i), etc. sont inutiles dans cette circonstance , parceque la. 
transformée en (2 — i) n’ayant (|u’nne variaiiou de signe , il 
s'ensuit que x! ne peut avoir qu'une seule valeur entre o et 10 , 
X n’cn pouvant avoir qu’une entre zéro et un [ 55 j. 
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Pour la V(?riGcation des racines douteuses , soit 

10 (x — 2) — -a-% T- = 5', etc. 
x' 

Coeflîcicns des équations.... 

1+ 9~79+>65 en i). . . . i€5-f-.(iG-#-346+g5 

en (jt' — 0 i+«a — 58+ 96 en (t',— 1).... gG+aSo-}- i84+5i 

en (x'— a). . . . i + i5 — 3i+ 5i en — i).... Si + iaa-f-ioG-j-SG 

en (x' — 3).... 1+18+ a+ 3G. 

Donc x" n’a pas de valeur réelle positive; donc 2 est 
exclus, et l’équatioii est résolue. 

63 . Autre example.... — 3 x"^ — 3o;3-+ya:^-t-82:-+2=o. 

Cocfïiciens des éc[ualions.... 

*na; I— 3— 3+ 74" 8+ 3...en(z — i),.. a+i8+ 5g+ 8Gq54-f-ia 

en(x— i)...i+ a— 5—10+ G+ia...en (z,-i)...ia+GG+i34+iai+46+' G 
en(r— a)...i+ 7+i3— 3— iG+ G...en(i.-i)... 6+14— 7— 3a— 10+ i 
en -f*88+So^ 8. 

Coclliciens des équations.... 

en x = — X. ..1+3 — 3 — 7+8— >3. ..en (z— 1). . ,9+3— 5— 4+a+o 
•n ( X — i).. . . i+8+ig+jaq-a+o. 

Donc une des valeurs de 2: est — r , et les transformées 
collatérales ne permet tent de soup(;onncr d’autres racines 
réelles qu’entre 2 et 3 et entre o et — i. 

Pour la vérification des racines douteuses positives, 
soit 10 (x — 2) = a', ou x= 2H- — . On obtient l’équa- 
tion en x' par une addition convenable de zéros dans les 
coellicieas de l’équation en (x — 2}. 
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Coefllcicns des équations.... 

en x' i-f- 70-f-i3oo— 3ooo— itiiooo-f G'oooo 

en (x — i). . . . i-t- 7i-|-i5()o+ i3.'Jo — 16181 5-1-418371 
en (^x' — aj....i-f- 8o-f-iyoo-|- 656o — i54o8o-f-37y55a 
en (j' — .3;....i-|- 85-t-223o-}-ia75o — i34<j35-|-i340i3 
en ( x ' — 4 _).... i-f- yo-4-258o-f-i(jy6o — 102400-I- 1414S 

en (j'— 5j 95-4-29 So-f-aSa.So — 543-5 — 656aS 

en (a' — 6j. . . . i-|-ioo-4-334o-f-3768o-4- ii36o — 88704 
en { x ' — 77. . . . i-f io5-|-37.’jo-|-483io-|- 97145 — 36223 
en (-t' — S ). . . . 1 -|-i io-f-4i8o-j-6oaoo-f-2o544c-t- 1 i3o88. 

Donc a" a (k u-K vali iir.s, riinc entre ^ et 5, l’autre entre 
7 et 8 ; et pürcon.séc)U( ni les racines positives de or sont , 
à moins d’un dixièuie près, 2,4 et 2,7. 

N. D. L’é(|iialion en ( r, — i ) ou n’ajant que 

deux varialions <le signe, ne peut .avoir que deux racines posi- 
tives [53] , et |)arconséi|uonl { .t — 2 ) ne peut avoir plus de deux 
valeurs entre o et 1 , ni .r' jilus de deux valeurs entre 0 et 10 : 
les transformées successives inisani ici connaître ces deux va- 
leurs , il est inutile de calculer les collatérales. 

Pour la vcrificalioti des racines négatives qui peuvent 
être comprises entre o et i , on fera 10 .k = x' , et par les 
transformées successives en ( x — i ),( x' — 2), etc. , on 
trouvera deux valeurs pour x' , comprises respectivement 
entre 4 et 5, et entre 7 et 8. D’où il suit que les racines 
négatives dc.r sont — o,4ct — 0,7, à moins d’un dLvième 
près. 

64. Les équations en(x' — p') et en ( z'^> — 1 ) peu vent 
n’ètre pas sulfisantes pour déterminer Ta linission on le 
rejet de la totalité des racines douteuses. Alors on a recours 
aux équations en (j;* — p* jet en (zV — I j j qu’on oblient 
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en faisant ■ 10 (*'-^/>') = x", procé- 

dant corâme on a fait ci - dessus pour les équations en 
{x'—p' ) et en ( a',' — i ) . 

Par ce moyen on approche, jusqu’à la seconde déci- 
male inclusivement, dès racines dont l’existence est déjà 
reconnue, en même tems que l’on découvrè les racines 
réelles jusques - là douteuses , qni étant comprises entre 

et + J n’ont point pour communes 

limites etfp-i-^ — ^ le® diffé- 

rences de ces racines entr elles pouvant d’ailleurs être indé- 
finiiné'nt moindres que~. * ' f . . 

On 'détruit aussi j par 6e même moyen', le Soupqon qiii 
àut'olt été ïnainlenu dans l’équation en (:è' — p') par les 
Imaginaires i ] , toutes lès fols , pour le moins ,' que i oooo (p 
est égal ou supérieur à 7 ; où , ce qui revient au même , toutei 
les fois qù’oh n’a point ç < , ou bien tp < 0,00002 5 . Les 

raisonnemens sont ici les mêmes qu’aux numéros 58 et 61 (1); 

65 . S’il reste encore à vé r ifier des racines présumées, ou 
si Ton veüt pousser’ Texactitudé des racines découvertes jus- 
qu’à la troisième décimale inclusivement , on volt comment 
la vérification et l’approximation se continueront |iar les équa- 
tions en («"' — />"’) êt pn (a^'^7— l) qu’on obtient en fai^^ 

sam to *= iB'V. ^ .! 

66 . Èn procédant de la sorte,' âù moyen dès équations’ 

en (x" — p")f ^ etc. etc. , s’il y a lîéù, on finît' 

(1) La Vdeurdè v étaniTî/l^e, .si petite qu’elle soit, ne pourra, 
maintenir, à l'Jrffim f le cm d’exception pour toute coUatéral» 
en i.l ..... . .i J 
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par déterminer qu’elles sont , parmi les racines présumées de 
rérjnation proposée en x, celles qui doivent être admises et 
celles que l’on doit exclure (i). Généralement , on n^est dans 
le cas de recourir à l’équation en — j/*'') , qu’autant qu'il 

faut avoir des racinés exactes jusqu'à la décimale in- 
rlusivcment, ou que la proposée a des racines imaginaires 
dont la partie réelle n’est pas un nombre entier, et dont la 
partie précédée du signe — sous le signe radical, est moindre 

que J encore , dans la seconde circonstance , ce rc- 

cours n est-u pas toujours necessaire. ‘ ^ 

• i*. .V 

Nous sommes donc arrivés, par notre Méthode, au but 
que nous nous sommes proposé , qui est de trouver exac- 
tement , jusqu’à telle décimale, qu’on voudra , les seules 
vajieurs réelles qui appartiennent à l’inconnue d’une équation 
numérique d’un degré quelconque ; et nous y sommes par- 
venus par le seul emploi' des deux premières règles de 
l’Arithmétique. ^ 

. (i) Dans tons les cas de même nature qne celui du 6a, une 
alternatÎTe semblable à celle indiquée ci-dessus [ 58 ] amènera né- 
cessairement, tôt on tard, l’cclaircissement du doute j ou parce 
qu'il y aura une collatérale en i ) qui , ne pouvant offrir 

que des permanences de signe ( vu que lo*’^ n’est pas J), at- 
testera l’absence des racines réeQes entre /r.et p + 1.; on parcÿ que, 
dans des transformées successives en et i ) , 

les derniers termes se trouvant de signes contraires [ vu que la plus 
petite différence entre les racines est >• 77;^) révéleront la présence 
des racines réelles entre p et/> -f-i» Faute d’avoir compris la force 
de ceue ' alternative , quelques personnes ont cru' que notre 
Méthode ne faisoit que reculer la difficulté. ' — 
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NO TES. 


Sur le CHAPITRE I«. 

(A) IS^ous avons dit, au sujet du procédé que M. Lagrange 
a proposé pour corriger la méthode des substitutions successives, 
qu’il pouvoit donner lieu, en certains cas , à des milliers , et 
même à un nombre indéGniment plus grand , d’opérations super* 
Gués. Soit , par exemple , une équation du quatrième degr6 
aj'unt une de ses racines entre o et i ; une autre racine entre 
J et 2-, une troisième égale à 4, moins uu demi-millionième; 
et, pour dernière racine, 4, pE’s un demi-millionième (on 
prend ici , pour plus grande commodité , une fraction ration- 
nelle ). Dans ce cas , la limite de la plus petite dififérence des 
racines sera moindre qu’un millionième. Donc si l’on fait 
L> <7^33000 1 ^ 80 * 1^1 progression arithméiiqueo, D,aD , 3 D, etc., 
le nombre des termes à substituer devra s’élever à plus de quatre 
millions; tandis que cette même équation peut se résoudre par 
la seule substitution des nombres o , i , a , 3 , 4 vt 5 . Celle 
extrême multiplicité de substitutions est donc un /u.re infiniment 
onéreux ; et l’on aiiroit , généralement, plus tôt fait d’employer 
successivement , pour les substitutions , au lieu de la série 
O , D , aD , 3 D , etc. , la série des unités simples ; puis , en cai 
d’insuffisance , celle des dixièmes ; puis encore celle des cei\* 
tièmes , et ainsi de suite. 

Ce parti seroit préférable , lors même qu'on seroit tenu 
en l’adoptant , d’opérer la substitution des nombres de chaque 
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scrie compris cnirc cLaqre lernie de la suvle précédente et le 
terme suivant, c’est-à-dire, de substituer les dixièmes compris 
entre o et i , entre i et a , entre 5 et 4 > et ainsi de suite sans 
exception , etc. A plus forte raison , ce mode de substitution doit- 
il être préféré lorscjn’on a trouvé le moyeu de se dispenser de la 
plupart de ces intercalations ou substitutions intermédiaires, 
ainsi que cela se rencontre dans notre Méthode. 

Par le meme motif, dans une équation dont la plus grande 
racine paroîtroit susceptible de renfermer dans sa valeur des 
dixaines, ou des centaines, etc., on devroit employer , pour 
les premières substitutions, la série des dixaines, ou celle des 
centaines , etc. Les termes de chacune des progressions aritli- 
niétitiues qu’il conviendroit d'employer successivement, peuvent 
f-lie représentés d’une manière générale par o, lo", a.io" , 
5. 10" , etc. *, « étant un nombre entier positif, ou zéro, ou un 
nombre entier négatif. On doit commencer par la substitution 
des termes de la progression dont la différence lO" est la puis- 
sance de lo immédiatement inférieure à la limite de la plus 
grande racine positive. Si celte limite, par exemple, éloit 
comprise entre cent et mille, la différence de la première pro- 
gression à employer seroit lo*. La dernière progression à la- 
quelle on puisse être dans le .cas de recourir , est celle dont 
la différence est la puissance de lo immédiatement inférieure 
à D; mais on pourra souvent, ainsi que nous l’avons fait 
observer, se trouver dispensé d’en venir à cette progression, 
et même à plusieurs de celles dont l’emploi doit précéder le 
sien. L’exemple allégué au commencement de cette note en est 
une preuve sensible. Quoique les puissances de tout autre nombre 
que 10 pûssent être prises pour les différences respectives de ces 
progressions , ce dernier nombre doit, en général, être adopté 
de préférence, à cause de la facilité des calculs, qui résulte 
de ce qn’il est la base du système de numération usité. 

Si les quatre premières racines d’une équation proposée, 'du 
sixième degré, éloicntdes imaginaires dont la partie réelle fût un 
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nombre entier positif moindre que 3 , les deux dernières racines 
restant les mêmes que ci-dessus, c’est-à-dire, 4 — 
®*4+7 ôô5ôT 5; alors trois tmilrooe, el plus, de substitutions à 
opérer, seroient rigoureusement nécessaires pour la résolulien de 
l’équ^tiony selon la métbotlr de M. Lagrange ; et cette "dore 
nécessité est encore un incorrrénient extrêmement grave. Pour | 
résoudre nne semblable équation , à moins d’ane unité près , ' 
suivant la nouvelle méthode, il ne faut que quelques minutes. 

(B) En parlant do fameux ihéorèrae de Descartes , l’illustre 
Auteur du Traité de la Résolution des Equations numériques 
y rappelle que les Ânglois allribueal cette règ^e à leur compatriote 
Harriot. 11 est vrai que Descartes, de son vivant même , fut 
accusé, par les Anglois, de cette espèce de plagiat, comme ils 
ont formé depuis une semblable imputation contre Leibnitz. 
Mais en rappelant cette accusation aotannée, qui n’a point 
empêché que je théorème dont H s'agit n’ait été constamment 
appelé la Réglé de Deacartef, est juste aussi d’observer 
qu’elle a été détruite par plusieurs Auteurs du dix-septième 
siècle. Le P. Prestet,- dans ses Elémcns imprimés en 1689, 
provoque, à ce sujet, la comparaison dés écrits d'Harriot avec 
ceux de Descartes, a Lorsipie^M. ‘Wallis,’ dü-il, un peu trop 
a jaloux de la gloire que l» France s’est acquise dans les 
» Mathématiques, vient renouveler cette accusation ridicule , 
J) on est en droit de ne le point croire’, poisqn’ii parle sans 
» preuves. M. Iludde, hollandois,.qui n’est point suspect, puis- 
» qu’il n’avott aucun intérêt à soutenir l’honneur des auteurs 
n françois, est bien plus équitable d^s le jugement qu’il porte 
j> de M. Descartes" ». 
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Sur le CHAPITRE II. 

(C) Poua s’assurer de la i'° proposilioa [page i3], il suffit 
de former le tableau des sommes premières, secondes, etc., de 
la suite proposée. . . . 

i*r terme, a«t., 3«t. , 4* 

4 • €Z^ • a CtCa 

Suite sommaloire i"". 

a,, .etc. 

-f-a. 

Suite sommatoire a****. 

4<i...elc. 

+ 3a. 

+ aa, 

+ a, . . 

Suite sommatoire 3'^*. .' ' • 


a... 

4 a, 

« • 

* ; 

a,.. 

4 fl. 



-}• a. 


< 

Üq * * I 2 / 7 ^ • • 

3a,. . 


I4 a. 

42 a, 

• 


4 a» 




. 3a,. . 

+ U, . 


4.5b. 


Et ainsi de suite. 


rti 




loa,. .etc.> 

4 6a, 

4 3a, 

+ a, 


Suite sommatoire m'"“. 




r 


ma, 

4 


m.m-j- 1 


i.a 


m.m+ i.m -j- a 


4 


i.a.3 
m.m + 1 


.etc. 


1.3 

m. 


a. 


m.a, 

14 a. 

j_|_ m. a, 

14 ■ a, 

Par où l’on voit clairement que le terme de la som- 
matoire m'"' de la suite proposée , autrement , la somme 
m^‘ des n premiers termes de celte dernière suite , est la somme 
des produits respectifs de ceux-ci, pris à rebours, et multipliés 
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par les n premiers nombres figure's de l'ordre m, lesquels sont 
représentés par .... 

m 7«.m+i m (m -h n — a)' 

i 1 .a 1 (/» — j) 

(D) Qa’on fasse ensuite dans le polynôme 'a,x“ + . . . +à„x* , 
x= I -f-j-, d’où^=j;— I ; on reconnoîtra facilement dans le poly- 
nôme en / ou (x— i), 1 ° que le coefficient de /" est la somme 
première des m-f- i coefficiens du polynôme propose; a® que le 
coefficient de/' est la somme seconde des m premiers coefficiens de 
ce même polynôme; cl ainsi de suite, jusqu’au coefficient de^-"~‘, 
qui est la somme /n'**" des deux premiers coefficiens de ce polynôme. 
Quant au coefficient de/", on voit qu’il est égal à celui de x". 

C’est de cette manière (qui nous a paru la plus simple) que 
nous avons prouvé la légitimité de notre Algoritlime, dans un 
Mémoire présenté à rinslitut en i8o3, quoique nous y soyons, 
d’abord, autrement parvenu.' _ 

(£) L’Algorithme du second chapitre , en perdant un peu 
de sa simplicité, peut s’étendre au calcul de la transformée 

enx^x -— d n’étant plus seulement une puissance ehlière 
de 10 , mais an nombre entier quelconque. 11 faut , pour cela, faire 
xï=^, et, pour avpir les coefficiens de l’équation en x', mul-' 

tiplier respectivement ceux de l’équation en x, h compter de 
celui dex", parrf®, d', rf". Ensuite, par de simples additions 
et soustractions, on se procure [n°* ai», a4> ^5] là transformée 
en x' — n, dont les coefficiens, à compter de celui de la plus 
haute puissance, respectivement divisés par «f", d', d*,... rf", 

deviennent ceux de l’équation en’ ^x — Par ce procédé, 

le nombre des multiplications et divisions est diminué, autant 
qu’il se peut. 

On trouvera ci-dessous un autre Algorithme, dont celui du 
a* chap. n’est qu’un cas particulier, (f^o/es rAppenniCE , art. 


(54) 


Sur le CHAPITRE III.. 

(F) On a' 35] comment on penl de'terminer nne 

limite, en moins, de la pins petite valeur positive, et nne 
limite , en pins, de la plus ^ande valeur que puisse avoir 
l’inconnue d’une équation. Mais il est une remarque qui n'a pasi 
encore été faite, c'est qu’on peut déterminer deux limites sem- 
blables pour les racines réelles qu’une équation peut avoir entre' 
zéro et un; et voici comment. ’ •' 

Pour obtenir une limite moindre que la pins petite racine^’ 
on use du même procédé qu’au n* 35; c’est-à-dire, on prend 
le quotient du dernier terme divisé par la somme de ce même 
terme et du plus grand coefllcient précédé d'un signe con- 
traire : ce quotient donne nécessairement nne fraction pour 
limite de la plus petite racine positive. 

La limite de la plus grande racine qui puisse être comprise 
entre zérootun , se découvre à l’aide delà transformée ea(ar— 
après qu’on a changé les signes de ses coefficiens de rang pair ; le 
plus grand coelHcient de cette équation , ainsi modidée, de signé 
contraire à celui de son dernier terme, étant divisé par la somme- 
de ce coeflicient et du dernier terme, le quotient est une frac- 
tion dont la valeur surpa.sse celle de la plus grande racine que 
la proposée en x puisse avoir entre o et i. Cette fraction est le 
complément, à l'unité, de celle qui exprime la limite de. la 
racine la plu% voisine de zéro, que l’équation en (x — i) puisse t 
avoir entre o et — i. Avec un peu de réflexion, on apperçoit aisé- 
ment la raison de ceci. 

On jugera, par la suite de ce« Notes, de quelle mrportancel 
peut être cette remarque. * . i*- ü-' - 

^ XK» .-If. -f. i «;. ». fit nO 
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Sur le CHAPITRE IV. 

(G) Parmf les cas soscepJiblesd'êlre résolus par la première 
parlie de la nouvelle Méthode, on a compté celui où la pro- 
posée n’a ni racines imaginaires, ni plusieurs racines réelles 
comprises entre deux nombres entiers p et ^ -f- i. Il peut néan- 
moins se présenter alors une difficulté , provenant de la pré- 
sence des racines commensurables dans l’équation : en voici un 
exemple avec le mojen d’j obvier. Soit l’équation... 

— a:’ -+- a;* — 5 j; -f- r = o j 

on a les coefficiens des équations.... 

en X I -1-1— - 3 -t-i 

€ d ( x — i). -j-4H-]3+o. 

Dans cette circonstance où la proposée a l'unité pour racine 
il se pourroit qu’il y eût une autre racine entre zéro et un , dont 
l’existence ne seroit point manifestée par le dernier terme. Si 
cette racine existe en effet, on s'en assurera en prenant la sommé 
des trois premiers termes de la proposée i -|- i — 3 > laquelle 
somme égalant — i , est de signe contraire au troisième terme 
-f- a , de la transformée en ( x — i ) j <ît par conséquent , atteste 
l’existence d’une racine entre o et i. 

I.a raison de ceci est que , dans ce cas, l'équation du deuxième 
degré qui résulte de la division de la proposée par x— i , a pour 
ses coefficiens respectifs les sommes-premières des coefficiens de 
la proposée , à commencer du premier jusqu’au troisième. Ces 
sommes étant i, a, — i , l’équation du second degré est. . . . 
a:* -f- ax — 1=0, 

dont la transf-rméc en (x — i ) est. . . . 

( ar— I -1- 4 ( ar— I ) 4- a = O. 
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Cclf(* opcralîon seroit inutile , si l'on savait d'avance que la 
prof>osée n'a point de racines imaginaires , la simple comparai- 
son (les signes de cette équation avec ceux de sa transformée étant 
alors snflisante pour manifester l’existence de la racine entre et i. 

Quoique l’exemple employé dans cette note, soit celui d'une 
équation en a: du troisième degré, dont la transformée en (jr — i ) 
n’a que son dernier terme égal à zéro, le procédé est général. 
La proposée étant du degré m , et sa transformée en (a : — i ) 
ayant scs n derniers termes égaux , chacun , à zéro , il faut 
alors prendre la somme des m -j- i — n premiers coetticiens de 
l’équation proposée; celte somme est la valeur du dernier terme 
de l’équatiou eux du degré ( m — n ), qui est le même degré 
auquel la transformée en ( as — i ) se trouve abaissée par l’éga-, 
lité à zéro de ses n derniers termes. 

(H) Nous n’aurions peut-être pasdtl faire mention , au n* 4^,' 
de l’objection opposée à la nouvelle Méthode ; mais nous savons 
que cette objection a été faite dans les propres termes que nous 
avons rapportés; et dès lors il a bien fallu en montrer la frivo- 
lité. Quelles sont d'ailleurs cesMéthodes ordinaires qu’on puissQ 
dire p/us expéditives , et en même temps aussi sûres , aussi 
générales que la nôtre ? 


V 
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Sur le CIUPITRE V. 

CI) Outre le critérium que nous avons fait connoître [n* 55 ] , 
il en existe plusieurs autres qui , sans avoir tous les avantagesdu 
premier , peuvent souvent en tenir lieu. Un second critérium 
consiste dans ce corollaire aussi important par son utilité que 
facile à déduire de la remarque que nous avons consignée dans 
la note (F) : 

Une équation n'a point de racine entre zéro et un , lorsque 
la limite , en moins, de sa plus petite racine , est égale ou 
supérieure à la limite, en plus, de la plus grande racine qu'elle 
puisse avoir entre o et i. 

Soit , pour exemple , la même équation du n* 55 ... ; 

— 4x» + 5 x — 6 = 0. 

Coefficiens des équations. . . . 

en X 1 — 4 + 5 — 6 

en (x — i) 1 — I — a — 6. 

Ici la plus petite valeur que x puisse avoir entre O et i • doit 
être supérieure à | ou j ; et la plus grande doit être au-dessous 
de I ou la contradiction qui se rencontre entre ces deux con« 
ditions fait voir l’impossibilité qu’il y ait des valeurs positives 
de a; au-dessous de l’unité. 

(K) A l'aide du critérium que nous avons indiqué dans 
la note précédente , on peut souvent résoudre une équation 
numérique , sans avoir besoia de recourir aux transformées 
collatérales. 

8 
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Prenons pour exemple la même équation.... 

as’— 4 ®* 3æ — 6 = o. 

Coefficiens des équations. . . . 

en ar i — 4 + 5 — 6 

en ( a; — i)....i — i— a — 6 
en (a: — 3)....i + a— i — 8 
en (a: — 5)....i-f-5+ 6 — 6 
en ( a:— 4) - • • • ï + 8 -I- 19 + 6, 

On a déjà vu que x ne peut avoir de valeur entre o et 1. 

La plus petite racine de l’équation en ( x — i ) doit surpasser 
f , et la plus grande racine positive , inférieure à 1 , que cetle 
équation puisse avoir , doit être au-dessous de ou |. La con- 
tradiction est. évidente. Donc l’équation en (x — i) n’a point de 
racine positive entre o et i ; et par conséquent, celle en xn’en a 
point entre i et 3. 

De mêqae , les fractions qu'on voudrait admettre comme 
racines de l’équation en (x — a), devroient être en même temps 
au-dessus de i^ou|, et au-deSsousde-^, conditions incompatibles. 
Donc l’équation en (x — a) n’a pas de racine entre o et i ; et 
par conséquent celle en x n’en a point entre a et 3. 

L’équation en (x — 3) n’a qu’une racine positive qui est 
manifestée entre o et i *, par conséquent x a une valeur positive 
entre 3 et 4« Lt la proposée n’a pas d’autre racine réelle , vu 
que n’ayant point de permanence de signe , elle n’a point de 
racine négative , et que l’absence des variations de signe dans 
la transformée en (x 4) établit le nombre 4 pour limite de la 
plus grande racine positive de la proposée. 

(L) Un troisième critérium s’offre encore à nous : Une équa- 
tion n'a point de racine entre zéro et un, lorsque la suite 
formée par les sommes-premières de ses • coefficiens pris à 
rebours , ne présente point de variation de signe. Cette propo- 
sition est une conséquence de notre Algorithme [n’ ao ]; car 
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il est évident que l’absence des variations de signe dans cette 
suite , entraîne cette même absence dans la transformée colla- 
térale. / 

Ainsidansla même équation qui vient de nous servir d’exemplei 
les coefilciens pris à rebours étant. ... 

— 6-I-5-.4+1, 

les sommes-premières sont . . , — 6 — 3 — 7 — 6 j 
, > 

d'oîi il suit que l'équation en x n’a point de racine entre o et > . 

Ce critérium s’applique pareillement aux deux transformées 
de cette équation en (x — i ) et en (x — a). L’opération qu’il 
exige peut souvent se faire mentalement , et même d’un coup- 
d’œil, comme cela se trouve dans le cas pris pour exemple) ce qui 
rend ce critérium très-commode. 

(M) Il est encore d'autres circonstances où l’on peut se 
dispenser de calculer les transformées collatérales. 

Lorsque les transformées successives en (a! — 1), (x — a), etc. 
ont fait découvrir autant de racines positives que la proposée a 
de variations de signe , on voit que les collatérales en ( z — i ) , 
(z, — 1 ) » ( -ï.— ï ) > etc. deviennent inutiles. C’est donc sura- 
bondamment que ces dernières ont été employées au n’ 54* 

dans la recherche des racines positives de l’équation 

x’ — ax— 5=0 ; et au n“ 55 , dans celle des racines négatives 
de l’équation x< — 5x’-t-5x*-j-6x— la =0. 

Dans la première équation de ce même n° 55 , la seule règle 
de Descartes rendoit inutiles toutes les transformées collatérales, 
à l’exception de celle en(z.— i). Il suffit, pour s’en convaincre* 
de jeter les jeux sur les signes des coefficiens de cette équation 
et de ses transformées successives. On en peut dire autant par 
rapport à l’équation en x du n° 6a , et à ses transformées succes- 
sives. En général , il ne faut point perdre de vue cette règle de 
Descartes , dont les applications se présentent fréquemment dans 
le nouvelle Méthode. 
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Lorsqu'on est parvenu à déeouTrirw — a racines réelles d'une 
équation du degré m , on ne peut supposer que les deux restante* 
aient des valeurs réelles comprises entre deux nombres entier» 
P et > ai l'équation en (je — p— i ) n’a pas au moins deux 
permanences de signe de plus que celle en (x—p). Ainsi dan» 
l’équation du n* 46, x^— 7* -f- 7 = o , lors même qu’on igno- 
reroit que toutes ses racines sont réelles , la seule vue des 
transformées successives apprendroit qu’il ne faut chercher les 
deux racines positives de la proposée qu’entre 1 et a. 

(N) Le critérium qui est indiqué au n' 53 , et que l’on doit 
considérer comme le plus important, peut être généralisé ainsi: 
une équation en x ne peut avoir plus de racines comprises 
entre zéro et a, qu’il n’y a de variations de signe dans l'é- 
quation en(^z — i ; u représentant une valeur positive quel- 
conque, et z égalant^ , 

. Sur quoi , il faut observer qu’en faisant z'=iuz , on a les 
mêmes variations de signe dans l’équation en (z' — i)ou 

— I ^ que dans celle en^z— ou — î)’ 
qu’il su£Eit , sous ce rapport , d’obtenir la première. 

. Ainsi la proposée en x n’aura point de racine entre zéro et 
U, lorsque la transformée en ( z' — 1 ) ou^^ — i ^n’aura que 
des permanences de signe. 

Cette uniformité des signes de la transformée aura cons- 
tamment lieu , lorsqu’il n’y a ancune valeur de x entre o 
et U , si ce n’est quand la proposée a une ou plusieurs 
couples de racines imaginaires de la forme f± y/ — l’ayant 
tine valeur positive moindre que celle de u, et <p étant moindre 

quey ( u — f), et par conséquent moindre que Ce ca» 
d’exception est le seul qui puisse produire quelque variation de 
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tigne dans la transformée ea ( z'— < i encore o'ea est-ce pat 
un effet nécessaire. 

Dans ce cas, si «=: i > /* est une fraction, et ^ est <C > 

4 


1 0 ^ 

Si ü = lo ,y est entre o et lo , et ç est < ou a5. 

Si ü s= loo ,f est entre o et loo , et f est < ou a5(x>. 
Et généralement, si u = lo”, f est entre o et io% etfieat 


1 s 

'<- 7 - on a5.io*<"”'\ Ceci a également lieu lorsque l’expo- 
4 

sant n est négatif. 

Ces résultats se lient avec ceux des n“ 57 , 6i , 64 •, et ce 
critérium , ainsi généralisé , se démontre d'une manière ana- 
logue à celle du n* Sj : 2 ' ou - est ici • 

ainsi la partie réelle de 2 ' — 1 est * •, quantité qui ne 

peut être > o qu’autant que le nombre f est positif et plus petit 
que M , et que Ç est <_/" ( u —f). 


( O ) Api^iqaoos ceci k l’équation .... 

X*— iax*-f- 58x* — iSaa; + lat = o. 

Cette équation est la même qui a été résolue au n* 55 , 
à l’aide de ses transformées successives en ( x — 1 ) , etc. , 
et des transformées collatérales en (2 — i),( 2 , — 1 ), etc. 
Il est aisé de reconnoitre [55] que ses racines positives, si 
elle en a , sont moindres que 3. 

Les coefficiens de l’équation inverse en 2 ou ^ étant. . . 
lai — i5a-j-58— -la-f-ij 
ceux de l’équation en 2 ' = 3z sont. . . 


lai — S. i3a 3* .58 — S’.ia -|-3*j 
en bien lai — 896 -f- 5aa>— 5a4 + S>« 



(6i ) 

Les coefficiens de l’ëquation en (z' — i), calculés par 

l'Âlgorithine , sont 

131 + 88-l-6o“l-i6 + 4* 

Donc la proposée n’a point de racine positive moindre que 3 ; 
et comme elle n’en peut avoir qui soit égale ou supérieure à 
ce nombre , et que l’absence des permanences en exclut toute 
racine négative , il s’ensuit que l’équation en x n’a point de 
racines réelles. 

L’application de ce critérium n’a pas le même résultat dans 
l’équation suivante. . . . 

a^ — a, ix* + o,4t® + o,855 = o , 
équation dont la plus grande racine positive , s’il j en a , est < 4* 

Les coefficiens de l’équation en z's= 4^ = ~ > soot. . . . 

0,855 + 4 X o,4i — i6 X 3,1 + 64 , 
on bien... o,855 -1- 1,64 — 35,6 + 64 . 

Ceux de l’équation en ( 2 '— 1 ) sont. . . . 

0,855 + 4.3o5 — 37,755 4- 33 , 895 . 

Donc la proposée en a; a , soit une couple de racines positives , 
soit une couple de racines imaginaires dont la partie réelle est 
entre o et 4 > et dont la partie précédée du signe — sous le 
/* 

signe est <C ^ ou ■< 4- 

Si l’on fait attention que les coefficiens de cette proposée Sont 
les mêmes que ceux de la transformée en (a; — 1 ) du n*6a, on 
appercevra aisément que c’est un cas d’exception semblable à 
celui que présente l’équation en x résolue dans ce numéro. 

(P) Le problème de la résolution des équations numériques 
étant réduit par la nouvelle méthode à la recherche des racines 
d’une équation comprises entre zéro et un , il est avantageux 
de multiplier les moyens de reconnoilre l’absencede toute ra> 
cine réelle entre ces deiu limites : en voici donc un quatrième. 


Digitized by Google 


( 63.) 

On prendra la somme de» coefficient de signe contraire à 
celui du dernier terme j si elle n’est pas plus grande que ce 
terme, on en conclura évidemment que l’équation n’a pour 
racine aucune valeur entre o et i . 

Ce moyen si simple, appliqué successivement aux diverses 
Iransformées, suffit quelquefois à la résolution d’une équation. 
Reprenons l’exemple déjà employé. ... 

X*— 4‘+ 3x — 6 = O 

Coefficiens des équations .... 

en X — 4 +3-^6 

en(x — i)...i — 1 — 2— -6 
en (x — 2 )... 1 + 2 — I — 8 
en (x — |5)...i-t-5+6 — 6 
en .(x — 4)' • -Il + 8 +19 4-'6 

I ” • 

^Au premier conp-d’œil jeté sur les coefficiens, on reconnolt 
à l'aide de ce quatrième critérium , que la proposée n’a point 
de racine réelle entre o et 3; et par la règle de Descartes, 
on voit que la proposée n’a qu’une racine réelle , comprise entre 
3 et 4- Cette seule règle, d’ailleurs, suffisoit pour indiquer 
l’absence de toute racine réelle entre 1 et 3. 

(Q) Si l’essai du moyen précédent n’a. pas suffi, on peut 
aussi prendre la limite , en plus , des valeurs positives que 
l'équation peut avoir pour racines entre o et i , en la manière 
indiquée par la note (JE'), substituer cette limite à la place de 
l'inconnue dans les termes de signe contraire à celui du dernier 
terme, et prendre la somme des termes où la substitution a été 
faite. Pour que l’inconnue puisse avoir quelque valeur entre 
o et I y il faut évidemment que cette somme surpasse la va- 
leur du dernier terme. Ce moyen est d'une application assez 
facile, quand la limite dont il s’agit est une fraction dont les 
deux termes n’ont, chacun, qu’un seul chiffre; et il est souvent 
aisé de s’en procurer une semblable. 


( 64 ) 

(R) Si l'on &it — >(a:— i)=0,*t par coniéqucnl»— x=$ — i , 
après le changement des signes des termes de rang pair dans 
les équations en (j — i) et en x,' on anra deux équations en ^ 
et (Ç — i), auxquelles on pourra appliquer les mômes moyens 
indiqués dans les notes précédentes , pour manifester l’absence 
des racines réelles entre zéro et un dans l'équation en et 
par conséquent dans celle en x. 

(S) Ces divers moyens tendant à diminuer beaucoup le 
nombre des opérations, ne doivent pas être négligés dans l’usage 
de la nouvelle Méthode. Néanmoins il pourra paroUre conve- 
nable de ne point embarrasser les commençans par trop de 
détails, et de les exercei^ d'abord à résoudre les équations par 
les seuls procédés indiqués dans le corps de l'Ouvrage. 

(T) Un critérium d’une plus grande importance est celui 
qui résulte de la seconde proposition du n* 39 , une fois admise 
en principe général pour une équation quelconque. Alors de' 
critérium du n’ 53, par lequel nous avons suppléé à celui-ci, en 
devient \ auxiliaire, et Tou n’est plus obligé d’y recourir aussi 
souvent. 
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Sur le CHAPITRE yi. 


(U)D 'APRÈS les équations 

jo(x — p)z=x'f io(s' — 7.10 
on reconnoît aisément que 

a[W_DW— ; io’^;e— n— ^ — — 

^ — V y— t' ,0 ,oo ,o*y 

n est donc facile de passer, respectivement l des équations 
en (•*"”/’*)> équations en 

\ ° lO/ \ ” lO loo/’ \ “ lO lOO lOOO/ 

Généralement , les coefBciens de l'équation en ( ) 

du degré m, divisés respectivement, à compter de celui de la 
plus haute puissance, par (lo*)*, ( io"y, ( lo*)", deviennent 

les coefficiens de l’équation en — 

Ainsi le terme tout connu de cette dernière équation est 
égal au terme tout connu de celle en ( x^"^— ) , divisé par 

ïO“. Par conséquent, le dernier terme d’une transformée en 
^a>^‘}—p('^) , divisé par io““, est égal au résultat que. donne le 

nombre^p + ^+ substitué à x dans l’équation 

proposée. 


(a) 11 résulte de ce qui précède que les transformées en 

(x p), (x' — p'), etc. , sans autre opération ultérieure de 

calcul que le placement convenable de la virgule indicative des 
décimales , donnent arithmétiquement les valeurs de l’ordon- 
née y t correspondant aux valeurs entières et décimales de 
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l’abscisse x , dans la courbe qui a pour équation. . . . 

A,x" + A.x""' + 4- A„æ* = j* 

On ne s’arrêtera point ici à montrer comment la considé' 
ration de ces valeurs numériques de y peuvent contribuer à la 
résolution d'une équation numérique. 

(b) Une autre conséquence est que les cocfBcicns de l’équar 
tionen (af"^ — lo), respectivement divisés par lo*, lo’, 
deviennent ceux de l’équation en — i)j c’est-i- 

dire , l’équation en (x ' — lo ) , ainsi modifiée, devient celle en 
(x'—p—\)] l’équation en (x’ — lo) devient pareillement 
celle en ( x'—p'— i ) , et ainsi de suite. Cela se prouve généra- 
lement par l’équation 10 ( J d’où 

— ioE= io(xf"T'J — pf"— — 1 

Or cette conséquence mérite quelque attention , en ce qu’elle 
fournit au calculateur un contrôle , ou, comme on s’exprime 
en Arithmétique , une preuve de la justesse des calculs relatifs 
aux transformées successives. Et par cette raison , lorsqu’on 
attache quelque importance à éviter les erreurs, et que les 
mêmes opérations ne se font point concurremment par deux 
calculateurs qui se servent mutuellement de contrôle , il con- 
vient de continuer les transformations jusqu’à celle en lo) , 

quoique , sans ce motif, on fût souvent dans le cas de s’arrêter 
plus tôt. 

Prenons pour exemple l’équation du cinquième degré du a* G5. 
On a pour les coeiKciens de ses transformées. . . . 

en (x — 7-t-i3 — 5 — i6-f-G. 

en ( X — 5). . . . I -j- i2-f-5i 4-88-}-5o-|- 8. 

On s’est trouvé dans le cas de faire io(x — 3) = x', et de 
calculer les équations en (x'-— i), (x' — a), etc. , jusqu’à 
celle en ( x' — 8 ) ; mais pour s’assurer qu’il n’j a point d’erreur 
de calcul dans ces transformations , il faut les continuer jusqu’à 
l'équation en ( x'— lo 
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CocfHclens des transformées 

en (x' — 8). . . . i-j-i io+4>®o4-6o200+3o5440-{-i i 5 o 88 

en (x' — 9). . . . i+i i5-f-463o+734io+3388a5-{-383oig 

en ( x' — 10). . . . i+iao+ 5 ioo-f- 88 ooo+ 5 ooooo+ 8 ooooo. 

Les coefiRciens de la transformée en {x'— 10) respectivement 
divisés par 10*, 10', 10*, ....10*, deviennent 

1 + la 4- 5 i +88 + 5 o -f- 8 ; 

ils se réduisent , comme cela devoit être , à ceux de la transfor- 
mée en ( X — 3 ). 

(V). On a vu, dans le Cbapitre VI, comment une môme 
méthode nous sert à approcher davantage d’une racine déjà 
manifestée, à moins d'une unité près entière ou décimale, et 
à opérer simultanément la vérification et l’approximation des 
racines qui restent encore à déterminer. Cette unité de méthode 
a été prescrite par la nature même de la chose , dans le dernier 
cas ; et il a paru convenable de la conserver dans le premier i 
autant pour ne pas déroger à la simplicité des moyens , que pour 
ne point multiplier les méthodes sans nécessité , et pour conserver 
dans tous les calculs l’espèce de preuve ou de contrâle mentionné 
dans la note précédente. 

Voici néanmoins un nouveau procédé d’approximation que 
nous proposons pour le premier cas , c’est-à-dire pour celui où, 
à l’aide de deux transformées successives en (Ç— jt) et (?— *■ — i), 
et en cas de besoin , de la collatérale en ( i ) , on a reconnu 

l’existence d’une seule racine comprise entre o et i , pour 
l’équation en ( Ç — -tt) , et par conséquent d’une seule comprise 
entre ^ et + 1 , pour l'équation en Ç. 

(a) Soit g z= -)r+ 0 , , ou Ç — -tt = Ç, •, soient respectivement 
-X, et n, les limites , en moins et en plus , de la valeur de 
comprise entre o et i , déterminées conformément à ce qui a été 
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dit plus haut [note (F)]. On peut prendre , on ir„ ou FI. pour 
deuxième valeur approchée de , les premières étant zéro et un j 
et par consé(]uent 'K ou 'it "-i— 11, j pour deuxième valeur 

approchée de 

Supposons d’abord qu’on veuille approcher de la racine par 
des valeurs de plus en plus convergentes > qui soient toujours 
inférieures à la valeur exacte. 

On fera Ç. — -Tr. + Ç. , ou Ç. — ir. = Ç. ; on passera de l’équa- 
tion en Ç. à celle en Ç, [voyez la note (E)] , et l’on déterminera 
la limite > en moins, de la valeur de Ç, comprise entre o et i. 
Cette limite étant représentée par la troisième valeur appro- 
chée de Ç séta -j-'Tr.-f-'Tr,. 

On se procurera ainsi successivement les équations en 
Ç3 > J . • • Ç. ; et l’on aura 'jr-Hr.-f-’f, 4- • • pour la (l'+i 

valeur approchée de 

Supposons maintenant qu’on veuille approcher de la racine 
par des valeurs de plus en plus convergentes, mais toujours supé- 
rieures à la valeur exacte de Ç. 

On passera de l’équation en Ç, à celle en (Ç, — n, );puis faisant 

= n, — E, ou E = — (Ç. — n.), on obtiendra l’équation 
en E, en changeant les signes des termes de rang pair dans 
l’équation en (Ç, — IT, ). Il ne restera plus qu’à obtenir des 
valeurs de plus en plus convergentes , mais toujours inférieures 
à E; de sorte que la valeur de plus en plus approchée de 
(n, — E) on Ç, , et par conséquent celle de Ç ou ■w-f-Ç., de- 
meureront toujours plus grandes que la valeur exacte. Ces 
approximations vers la valeur de S se feront de la même 
manière que dans la première supposition. 

(b) Prenons pour exemple cette équation que nous avons déjà 
résolue [ 54 }, à moins d’une unité près. . . . 

x\ — 2X — 5 =; O, 
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On a irouté pour les coefiBciens de ses (ransformées. . . . 

en (a: — a)....i-f-6“f-io-- I 
en (a: —■ 3 ). . . , I 4 * 9 + 35 4 * *6* 

Il résulte de ces transformées que l’équation en (x—i) a 
une racine comprise entre o et i , dont les premières valeurs 
approchées, l’une en moins, l’autre en plus , sont , respective’ 
ment , o et i . Mais , en outre , ces deux transformées fournissent 
immédiatement les secondes valeurs approchées de cette racine , 

qui sont — r — ou — pour la valeur en moins , et . « ou ~ 

pour la valeur en plus. [ Voyez la note (F). ] 

On voit donc , en se bornant aux valeurs approchées en 
moins, que les deux premières sont, pour la proposée. . . 

a et a + Ÿj-, on ^ J ou bien 3,0909090909 

On reconnoitra ci-après que cette dernière valeur est exacte 
dans ses deux premières décimales. 

11 faut maintenant, en faisant x — a == 0, , passer de l’équa- 
tion en Ç, à celle en ou Oo P®'!* employer & 

cet effet l’Algorithme modifié [note (£)] , de la manière 
suivante. 

Soit : on a pour les coefficiens des équations. . . . 


en Ç',. . . 1 +6. 1 1 + 10. 1 1* — I . Il* 

ou 1+66 +iaio — i 33 i 


en (Ç'.— - I ).. . .1 +69 +1345 —54. 

Substituant à Ç'. — 1 sa valeur iiÇ,— i, ou " 

<et faisant Çi — on a pour les coefiiciens de l’équation.... 

enÇ,...‘. Il* +69. 1 1* + 1345.11 —54. 
ou i 33 i + 8349 + 14795 -—54. 
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I.a limiC. , moias , d. ?. e.t »>■ i 

limite à laquelle ou peut substituer , pour plus de simplicité , 

-4 = = 0,0036363636 

Î175 11. a 5 ^ 

Ainsi la troisième valeur approchée de r est... 

a + ^ + rrî^ » 0“ 3,0945454545. . . . 

Nous ferons voir que cette valeur est exacte jusqu’à laqua* 
trième décimale inclusivement. 

On passe ensuite , de la même manière , de l’équation en à 

celle en Çj ou — ^7^)* Faisant 11. 250.= Ç',, et substituant 

dans l’équation en 0 . , on a pour les coefiSciens des équations. . . 

en 0 '..^ 1+69.354-1345.35*— 54.35» 

ou 1 + 1735 + 840635 — 843760 

en (0'.— 1 ). . . .1 + 1728 +844078 —1399. 

Substituant à 0 '.— i sa valeur 1 1 . 250,— 1 , on 1 1 . 35 ^ 0 , — 77^). 

et faisant 0, — = 0 , , on a pour les coefEciens de l’équa- 
tion 

en 01-... ii’.35»+i728.ii*.25*+844o78.ii.a5 — 1399, 

ou 20796875+13763750 + 232 I 2 i 45 o — iSgg. 

La limite , en moins , de 0 j est. . . . 

i 3 qq iSoq 1 . 1 

*399+aîaiai45ô ’ a3aiaa849*’°° itiSqao 7^’^* 

Mais on peut, pour simplifier, lui substituer...'. 

1 1 

i 65 qa 5 85.6S37' 
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Ainsi la quatrième valeur de x , approchée en moins , est,... 

275 TtiSgâB ’ 

OU 2,004545454545. . .-fo ,0090060268 19. . . , 

ou bien.. . .2,09455i48iS64. . . ., 

et cette dernière valeur est exacte jusqu’à la neuvième décimale 
inclusivement , comme on le verra plus bas. 


(c) Les valeurs approchées' de cette, même racine , ,calcu* 
lées par Newton, suivant le procédé qui lui appartient, sont.. . . 

2. .. .2,1 ... .2,0946. .. .2,09455147 ^ 

M. Lagrange a aussi calculé , suivant son procédé , les valeurs 
approchées de cette racine , en fractions continues , altemeti* 
vement pins petites et plus grandes que x. Les résultats sont. . . . 

a ai a 3 ^ 1 11 i 55 ‘576 731 1307 164* 5 ^ 

1 ’ 10 ’ Il ' ai ' 33” ’ 74 ’ 375 ’ 34.9 ' Ca4 ’ 7837 ’ 

La dixième de ces valeurs, > <]ui est approchée en plus , 
étant réduite en décimales , devient 2,o9455i4865. 

Les valeurs approchées en moins , trouvées suivant le nou- 
veau procédé que nous indiquons dans cette note , étant. . . . 


+ 1 a3 ,1,1 676 . ï . • . * • 

— ou — . . .2 -1 eOU-^ . . .2-j ^ — r, 

II 11 '11 ' 375 370 ' 11 ' 275 ' ibSgao* 


ou bien 2,09090909 2,09454545 2,09455 1481 364. . ** 


on voit que ce procédé a donné des résultats un peu plus exacts 
que celui de Newton, et qu’il les adonnés plus promptement 
qu’on ne les obtient par le procédé de M. Lagrange. 

Fu outre, ce procédé est général et silr, et la méthode de 
Newton n’a pas ccs avantages. «En général , l'usage de cette 
» méthode n’est sdr , dit M. Lagrange , que lorsque la valeur 
> approchée est à la fois ou plus grande ou plus petite que 
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» chacane des racines réelles de l’équation i et que chacnne des 

> parties réelles des racines imaginaires; et par<conséquent,cetto 

> méthode ne peut être employée sans scrupule que pour trouver 
» la plus grande ou la plus petite racine d’une équation qui 
» n’a que des racines réelles ou qui en a d’imaginaires , mais 
» dont les parties réelles sont moindres que la plus grande 
» racine réelle , ou plus grande que la plus petite de ces 

9 racines en regardant, comme on le doit, les quan- 

» tités négatives comme plus petites que les positives , et les 
» plus grandes négatives comme plus petites que les moins 

> grandes. ( De la Risolution des Equations numériques , 
s page 

Si l’on emploie , au lieu du procédé de Newton , la méthode 
d’approximation tirée des séries récurrentes , on trouve , pour 
les valeurs approchées de a; , dans l’équation a? — — 5 =o..., 

3,089. . , .3,09467. . . .3,094549. . • .3,0945515. ..etc. 

On ne pourroit , ainsi que l’a prouvé M. Lagrange, employer 
généralement cette méthode d’approximation pour chacune des 
racines réelles d’une équation quelconque , qu’autant que l’on 
connoîtroit d’avance une valeur approchée de cette racine , 
telle que la différence entre cette valeur et la vraie valeur de 
la racine fût moindre en quantité, c’est-à-dire, abstraction 
faite des signes , que la différence entre la même valeur et 
chacune des autres racines , et en même temps moindre que 
la racine quarrée de chacun des produits des racines imagi* 
naires correspondantes , s’il y en a , diminuées de la même 
valeur. Autrement , cette méthode ne sert qu’à trouver la plus 
grande et la plus petite des racines réelles ; encore faut-il que 
le quarré de la plus grande ou de la plus petite racine cherchée 
soit en même temps plus petit que chacun des produits réels 
des racines imaginaires correspondantes, et qu’on ait quelque 
moyen de s’en assurer. \_De la Résolution etc., pag. 147, i 5 i]. 
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(d) Nous avons indiqué plus haut comment on pourroitse 
procurer une suite de valeurs approchées de l’inconnue, conver- 
gentes en plus. Mais pour éviter des calculs inutiles , on peut, 
au mojen de quelques opérations ajoutées à pelles qui ont donné 
les équations en 0., , ^3,. . .Ç, , obtenir une limite , en plus , 

de , et par conséquent de toutes les valeùrs approchées de Ç , 
depuis la première jusqu’à la Nous prendrons d'abord 

un exemple particulier, et nous traiterons ensuite ce sujet d'un» 
manière générale. ' 


Dans l’exemple qui nous a Servi, on a trouvé ou 

pour la valeur de tt, , c’est-à-dire, de la limite, en moins, 

de '3. Faisant donc et calculant les équations 

en ^'j , ( — 1 ) > ( Ç's — a ) , on trouve pour les cocfiiciens des 

éijualions. . . . 


en ( '3 — i)... i3'^i-f-i^77aio49+4u!t9,‘)8Garîio4907 — iao4975q75S 
en(Ç'j — î)...i33i-Fi3877!3q 43 -t-4°9oo i398548998-f4o898796io675ai.' 


Puis on fait io’(ç'3 — 1 ) = ?"3; et l’on obtient les coefficiens 
des équations. ... 

en 5*3 i 33 i -t-i3877'jio4902o-f-4o8998G3'>iio4907®ooooo— 10049759758000000000 

en(,'3 — i)...i33i -4-138773105399 1-1-40899862588 03491 01 993-4-398948864736628050331. • 


Donc la limite, en plus, de ç", est.... ■ 

4ottqq8 4°t*99 l^ 

40899B i -l-396gq8 806897 

On peut donc faire ^'3 et par conséquent 


Ç'3 < ï + 


4-9 . 
800000 ’ 


et Ç, < 


+ -■ 


•429 


165926 ” '165925. 8o5ooo‘ 


D’une autre part , on a Çs > 

Donc, en se tenant à cette, dernière valeur, Ferrenr est 

moindre que -; î! — — ou 0,000000000063 » ‘‘ •' 

O ibo92j.8o0cco ' 


10 
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Bien plu* , dans l’eremple qui nous occupe, il suffit de jeter 
les yeux sur les coefficiens de l’équation en 0% pour reconnoitre 
c{u’on a 

Ç", <^ , et par conséquent Ç'j < i -f-73^ 

• • • Çj 1 55925 jbSgaSoooo ’ 
donc l’erreur est moindre que o,ooooooooo6oa6dig. . . . 

11 suffisoit même de l’équation en (^'3 — 1 ) pour s’assurer d’un 
tel résultat , puisqu’à la seule inspection des coefficiens de cette 


équation , on peut reconnoitre que l’on a Ç'j— 1 < 7^^- 
Cette même équation fait voir que ^'3— est plus grand 


^ ^ TsSgô? 165925.41000 

ou > o,ooooo6oa68ig. . . -f- 0,000000000146g- . . . 

ou bien > o,eoooo6oa6g6 

On a de l’autre part 


^ 165925 1659250000 ' 

ou <; 0,000006036819. .. ,-i- 0,0000000006026. .. . 
ou bien <C. 0,00000603742. . . . 

Ici la différence des deux limites est 0,00000000046. . . . 

Donc , si l’on prend une des deux limites pour la valeur 
de ^3, l’erreur ne peut avoir lieu qu’à la dixième décimale. 

Ainsi la valeur exacte de 3:, dans l’équation x’ — 3 x— 5 =o, 
est entre 

3,og455i48i3 et 2 ,og 455 i 4844 

et même entre. . . 

3,og455i48i5 et a,og 455 i 48 ig 

En prenant le premier de ces nombres, ou l’un des deux 
derniers , pour la valeur approchée de x , on est assuré que 
cette valeur est exacte jusqu’à la neuvième décimale, inclusi- 
vement , comme nous l’avons annoncé plus haut. 
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On est également assuré par ce moyen, que les deuxième et 
troisième valeurs approchées en moins , que nous avons trouvées 
ci-dessus pour x, sont, respectivement, exactes jusqu’à la seconde 
et à la quatrième décimale , inclusivement. 

La dixième approximation , suivant le procédédeM. Lagrange, 
a bien donné la huitième décimale exacte , mais l’exactitude de 
cette décimale n’est pas assurée par le procédé même, vu qu’il 
indique pour limite de l’erreur , 0,0000000 165. . d’où il résulte 
que la valeur de x est comprise entre.... 

3,094551470a et 3,09455 <4865 

et que l’exactitude de la valeur approchée n’est garantie que pour 
les sept premières décimales. 


• -t i 

(e) Voici maintenant comment on pent procédw d’une 
nière générale. o* 

Soient 


l’’ 


Ç, — X } “sf, — i 


et KX = X'. 


X n’ayant qn’nne valeur entre o et i , X' n’en a qn’une seule 
entre o et K. 

On se procurera donc les deux transformées en (X'— P) 
et (X' — P — i) dont les termes tout connus sont de signes 
contraires} P' étant < K. 

Ces deux transformées fournissent déjà une double limite , 
en plus et moins, pour (X' — P') , et par conséquent pour X. 

Mais pour avoir des limites plus resserrées, on fera 

10" (X'— P')= X*} et comme (X' — P') n’a qu’une seule valeur 
entre o et 1 , X' n’en a qu’une seule entre o et lo’’. 

On se procurera donc les deux transformées en (X'~ P") 
et(X' — P' — i) dont les termes tout connus sont de signes 
contraires} P' étant < lO". 

Ces deux transformées donneront une double limite , en plus 
et en moins , de (X'— F') , et par conséquent , de X' et de X. 


J' * 
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Soit la limite en moins = et la limite en plus 
On aura X' — P'> 


d’où 

et 

d'où 


X'> P’+-j^,et <F* + 


X'— F> 


1_ et <- 
.-K*’ 


lo" ; lo-K* lo’ lo’A*’ 

X' OU KX > P'+ -^:+ -4- , et < F + 

lo" io*K 10 10 ^ 


et enfin 


P' 

X>K- 


io"K 


+ 


lo^KA" 


et 


P' P' 

X<^+-7T 

io*K 


lo’KA" 

Si l’on prend pour X une de ces deux limites , l’erreur sera 


1 / K.* fi" \ 

moindre ejue leur différence, qui est — — ^ — KlC~/' 

Soit n'-(-i le nombre de chiffres que renferme le nombre 
entier K. II est évident que l’erreur sera 

que si on veut obtenir, par ce procédé, une valeur approchée, 
exacte Jusqu’à la décimale au moins, il faut , pour en être 
généralement sur, prendre N = n — n'. 

C’est ainsi que dans l'exemple dont on s’est servi , K ou iGôgaS 
étant composé de six chiffres, d'où n' = 5, on a dû faire n = 3, 
si l’on a prétendu avoir une valeur exacte jusqu’à la huitième 
décimale. ’ 

Dans ce même exemple , P' s’est trouvé =o , et P' = i j ce 
qui a rendu le calcul très-expéditif. En pareil cas , si l’on s’en 
lient à^ pour la valeur de X approchée en moins , l’erreur 


est toujours moindre que - * et par conséquent < — 

» / 

(f) Ce procédé pourroit être étendu à la recherche de plu- 
sieurs racines comprises entre deux nombres entiers consécutifs, 
et l’on tirerôit pour lors’ un assez bon parti du criierium que 
nous avons généralisé dans la note (N)- Mais il nous paroît 
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inutile d’entrer dans ces détails. Notre principal objet dons cet 
Ouvrage , a été de présenter , pour la résolution des équations 
numériques , une Méthode qui fût praticable , comme mécani- 
quement-, la science du calcul pouvant , de même que les arts, 
avoir ses inanouvriers , et en tirer, dans des travaux en grand, 
de notables avantages. Sous ce rapport, notre Méthode générale 
sera peut-être préférée au procédé particulier que nous donnons 
ici , surtout si l’on ne veut avoir des racines exactes que jusqu’à 
la seconde on troisième décimale, 

(g) L’évaluation des racines en fractions continues , suivant 
le procédé de M. Lagrange , est particulièrement recomman- 
dable, lorsqu’elle fait connoître les facteurs commensurables 
du second degré dans un polynôme qu’on se propose de décom- 
poser en facteurs de ce degré. Mais quand il ne s’agit que de la 
résolution, proprement dite, d’une équation numérique, ce 
procédé ne nous paroit pas préférable à l’approximation en 
nombres décimaux , soit pour la commodité des calculs , soit 
pour la rapidité de l’approximation. De plus, la méthode de 
M. I.agrange et la nôtre étant de telle nature <[u’on y procède 
simultanément à la vérification et à l’approximation des racines, 
il semble que c’est surtout à ces deux Méthodes que l’évalua- 
tion des racines en fractions continues ne sauroit être générale- 
ment convenable. Par exemple , dans celle de l'illustre Géo-. 
mètre , si le nombre D , ou la limite de la plus petite diffé- 
rence des racines , étoit un millième , il est évident ejue chaque 
racine seroit tout à la fois reconnue et appréciée , à moins 
d’un millième près. Or il pnroît inliniment dur, lorsqu’on a 
obtenu par des milliers de substitutions, une valeur. aussi ap- 
prochée, d’être forcé de rétrograder jusqu’à la valeur du plus 
grand nombre entier contenu dans cette racine , pour chercher 
une nouvelle évaluation en fractions continues. 

C’est par un semblable motif, joint à quch|ues autres , 
que nous n’avons pas cru devoir adapter ce procédé à notre 
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Méthode ; et ce motif semble plus décisif encore dans la Méthode 
de M. Lagrange , qui exige un bien plus grand nombre d’opé- 
rations pour la manifestation des premières limites des racines. 
En effet , lorsque D est , par exemple , un ^illième , on ne 
peut , suivant la méthode dont il s’agit, découvrir deux racines 
moindres que l’unité, telles que 0,930... et 0,931..., qu’au 
moyen de neuf cent vingt-deux substitutions , tandis que le 
nombre des transformées exigées pour le même objet dans la 
nouvelle Méthode , égale seulement 10 3 -f- a , c’est-à-dire, i 5 . 

En un mot , s’il faut découvrir une racine ayant n décimales , 
la recherche de ces décimales n’exige au plus que 10. n trans- 
formations , tandis qu’elle peut exiger jusqu’à 10' substitutions p 
suivant la progression o , D , aD, etc. 

(b) La comparaison que nous venons de présenter, con- 
cernant le nombre des opérations , dans la nouvelle Méthode 
des transformées, et dans la Méthode des substitutions suc- 
cessives , telle qu’elle a été perfectionnée par M. Lagrange , 
a donné lieu à une observation qu’il est bon de rapporter ici, 
ne fùtKse que pour empêcher qu'elle ne soit désormais repro- 
duite. 

« Si la résolution des équations , a - 1 - on dit , exigeoit 
» l’emploi d'une pareille Méthode ( celle de M, Lagrange ) , 
» assurément celle de l’Auteur, quoique très-longue, mériteroit 
» encore la préférence. Mais , pour l’ordinaire, on ne procède 

> pas ainsi. La Méthode de Newton , qui est la plus usitée , 

> suppose qu'on connoit, soit par la voie des substitutions, 
x soit par des constructions géométriques , une première va- 
» leur de X , qui approche au moins dix fois plus d’une racine 
y de l’équation que de toute autre racine ; et d’après cette 
y valeur, on eu trouvera facilement une autre dont l’erreur 
» n’est qu'environ le quarré de la première, savoir >1^ 
» première valeur est -jV» Une seconde opération qu’on peut 
y fsire par la même formule , réduit l’erreur du centième à 
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» son quarré, qui esl d’environ rjiô?» d suite. D’où 

»» l’on voit que l’approiimalion continuelle est beaucoup plus 
U rapide par cette méthode, que par celle que propose l’Auteur.» 

[Il s’agit de celle que nous avons exposée au chapitre VL] 

Une pareille observation donne à penser que son auteur n'a 
pas bien saisi le sens de la question. Le procédé de M. IVewton ^ 
ainsi que nous l'avons dit plus haut, avec M. Lagrange, n’est 
point une méthode de résolution proprement dite; ^t n’étant 
même considéré que comme procédé approximatif, il n’est pas 
généralement sûr. Soit , par exemple, une équation en a:, ayant 
une racine entre et et soit fait Il peut ar- 

river que les deux derniers termes de la transformée en jr ou 
(x— ;>) soient l’un et l’autre négatifs; pour lors la valeur de^-, 
déduite de ces deux termes, selon le procédé dont il s'agit, se- 
roit négative, et par conséquent ne fourniroit point approxi-> 
mativemenl celle que l’on, devroit trouver entre p 

p-{- ik 

(X) La détennination des. racines imaglnai^s d’une équation 
appartient au problème de la décomposition d’un polynôme en 
facteurs réels du. second degré, plulAt qu’à celui de la résolution 
des équations numériques. Celui-ci ayant pour objet principal 
de déterminer exactement, ou par approximation „ quels sont 
les dilTérens nombres réels qui , substitués à l’inconnu, satis- 
font à l’équation proposée. C’est ce qu’a reconnu M. Lagrange y 
lorsqu’il a donné le moyen de trouver une limite ioférieure à 
la plus petite différence des racines, sans recourir à l’équation 
aux quarrés de leurs différences. 

Cependant l’illustre Auteur a. indiqué la manière de se servir 
de cette dernière équation , qui donne la valeur exacte ou ap« 
prochée du nombre B précédé du signe — sous le radical 
dans les racines imaginaires, pour déterminer, au moins approxi- 
mativement , la partie réelle de ces racines. Pour cela , on sub<- 
stitue A-f-\/— B à x dans la proposée , et on en tire deux 
équations en A', dont Tune a tous ses termes réels, et dont 
l’autre a tous ses termes multipliés par \/ — B, facteur commun 
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que l’on fait disparoitre. C’est ce qui rend les ternaes de la se- 
conde e'qualion tous re'els , parce qu’ils ne dépendent alors , 
ainsi que ceux de la première, que du quarré de — B; c’est- 
à-dire de — B. Ensuite, procédant à la recherche du plus grand 
commun diviseur de ces deux équations , on s’arrête au reste ou 
A n'est plus qu’au degré n et au-dessous, n étant le nombre des 
valeurs égales que l’équation aux quarrés des dilTérences aura 
> fournies |teur B. Ce reste étant égalé à zéro , on y substitue à B sa 
valeur exacte ou approchée, et cette équation étant ainsi devenue 
numérique, on en tire les valeurs de A. 

Mais ce procédé n’est pas généraletnent sùr. En effet , la 
substitution d’une valeur approchée de B, lorsque le reste 
égalé à zéro est de plusieurs dimensions , ne donnant aux 
cocfficicns de l’équation en A qu’une valeur approchée, l’effet 
de cette altération , fùl-elle même très légère, pourroit aller 
jusqu’à changer la nature des racines dé l’équation, en substituant 
tics racines imaginaires à des racines réelles, et vice versa. C'est ce 
qui auroit lieu par4’altéralion qui nailroit du seul changement de 
/S en — ^ ()3 pouvant être un nombre aussi petit qu’on voudra), 
dans une équation ayant pour facteur aax -J- a* -j- )3. 

(Y) L’observation que nous venons de faire , peut rendre éga- 
lement douteuse la résolution de deux équations à deux încon-- 
nues X ct_y, lorsqu’après l'élimination de x, oo obtient pour 

y une valeur seulement approchée, dont la substitution ne peut 
produire que des coefficiens d’une valeur approchée pour l’équa- 
tion en X. La même difficulté se rencontre dans la décomposi- 
tion d'un polynôme en facteurs du second degré. 

(Z) On voit que nous nous sommes frayé une route bien dif- 
férente de celle qui a été tracée par l’illustre auteur du Traité de la 
Résolution des EqiMtions numériques. Est-ce un sujet de reproché? 

Horace a dit , il est vrai , 

P'os eiemplaria greeca , etc. 

Mais il ajoute, i • - ' ^ 

. T/ec minimum merufre decus vestigia grçects ' :■ \ 

Ausi deserere 
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A LA NOUVELLE MÉTHODE. 


ARTICLE PREMIER. Mémoire contenant Ut démonstraüon de 
tfuelques jThéorémes nouveaux, relatifs aux successions de 
signes, considérées dans les termes des suites et dans les coeffi- 
~ dens des équations. 

(Lu k la léasce àe la première claaie de l'Inaiilat, le a6 ao&t, i8ii. ) 

Dàms la nouvelle méthode pour la résolution des équations nu- 
mériques, dont j’ai eu l’honneur de faire hommage à la première 
classe de l’Institut eu 1807, qu’elle a daigné mentionner parmi 
les ouvrages qui, depuis 1 78g , ont contribué aux progrès de là 
science, j’ai avancé que « un^ équation complète quelconque en x, 
i) ne peut avoir n racines comprises entre séro et un nombre positif 
» quelconque /7 , si la posée n’a pas , au moins, n variations désigné 
» déplus que sa transformée en (x—p). » Ce nouveau théorémeajant 
été ainsi présenté sans démonstration , j’ai cru devoir m’abstenir 
d’en faire usage pour la résolution des équations numériques , et 
j’ai eu recours k d’autres moyens pour constater l’absence des racines 
réelles entre deux nombres consécutifs de la suite des nombres natur 
rels; néanmoins, conttne l’application de ce principe p>eul abréger 
singulièrement le travail de la résolution dçs équations numériques, 
en ce qu’elle donne immédiatement les seules valeurs entières parmi 
lesquelles on puisse chercher les .plus grands 'nombres, entiers 
respectivement contenus dans les diverses racines positives de l’équa- 
tion proposée’, et que le npmbre de ces valeurs entières se trouve 
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ainsi forl restreint, étant limité par le plus haut «posant de l’équa- 
tion, il m’a paru qu’il pourroit être utile de présenter une démons- 
tration du th^'orême que je m’étais contenté d’énoncer. Quelque 
soit d’ailleurs le peu d’imporUnce qu’on veuille attacher à de pa- 
reilles recherches, j’espère que le nouveau théorème ne sera pas 
entièrement perdu pour la Science , et qu’il demeurera placé, dans 
scs Annales , k côté de cette règle de Descartes , attribuée k l’An- 
glois ^amo< par ses compatriotes; ils ne se fussent point sans doute 
empressés de la revendiquer, s’ils n’avaient attaché quelque prix 
k sa découv«rt«, quoique celte fameuse règle soit restée si long^ 
tenis sans appltcalion, et qu’elle parût destinée k n’étre comptée que 
parmi les vérités .spéculatives qui composent une grande partie des 
Mathématiques. Ce nouveau théorème est l’objet prmcipal^e ce Mé- 
moire. 

Ou^ait'qae dans une snile qvieleonque , le nombre des variation» 
de signe que présentent ses termes est pair , si le premier et le dernier 
sont de même signe; et que cenombreest impair, s'ils ont des signe» 
diflèrens. 

‘ Ceci posé, on démontre facilement la proposition suivante. 

PPI^tlËRE PROPOSITION -r Les n premiers termes d'une 
suite quelconque ne peuvent contenir moins de variations désigné 
que les u premiers termes de sa suite sommatoire d'un ordre quel- 
conque. 

11 suffit de démontrer cette proposition pour une suite quel- 
conque et sa suite sommatoire première , puisqu’une suite somma- 
toire d’un ordre quelconque m est la sommatoire première de la 
suite de l’ordre précédent m—i. 

On va dîabord prouver que, si les n — i premiers termes d’une 
suite quelconque, ne peuvent contenir moins de variations que les 
termes correspondans de sa suite sommatoire, il eu sera de même 
pour les n premiers termes de ces suites. 

Eu effet le nombredes variations dans lesn— t premiers termes de 
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la .suite sommée est , pour lors , ou supérieur ^ ou égal à celui des va- 
riations de signe que présente le même nombre de termes dans la 
suite sommatoire. * ' 

Dans le premier cas , il est évident que le terme u"™ ajouté li 
chacune des deux suites pourrait, tout au plus, rendre'le nombre 
des variations que présenteut les n premiers termes de la suite som- 
maloire égal au nombre des variations que contiennent les termeé 
correspoiidans de la suite sommée. 

Dans le deuxième cas, le terme n — i-*» a le même signe dans 
les deux suites , et le terme , produisant une nouvelle succes- 
sion de signes, offrira nécessairemeut, ou une nouvelle permanence 
pour chaque suite, ou une variation de part et d'autre, ou bien enfin 
une variation dans lasuite sommée, et une permanence dans la suite 
soinmatoire; il est impossible que. l’inverse ait lieu, c’est-à-dire que 

ti t • t 

celte succession soit une permanence dans (a suite soimnee et une 
variation dans la sin té sommatoire;. (car le terme n âc la suite fomr 
molaire est la somme dû terme qui le précède et du terme n"~ 
de la suite sommée, et ces deux-ci sont , par hypothèse, de même 
signa que le terme n — \'^de cette dernière suite). 

On voit doue, dans le second cas comme datu le premier , que 
les n premiers termes d’une suite quelconque no peuvent présen- 
ier moins de variations de signes que les termes, correspondans de sa 
suite sommatoire, si la même proposition est vraie pour les n — i pre- 
miers termes respectifs de ces deux suites. 

' Ôr il est clair que les deux premiers termes de la suite somnriée 
ne peuvent présenter moins de vànàlions que les deux premiers 
termes de la suite sommatoire , dont il en sera de meme pour les trois 
premiers termes de chaque suite j et puisqu’il eu sera de même pour 
ces trois premiers , la proposition sera encore vraie pour les quatre 
premiers, et ainsi de suite: c. q.f. d. 

Cette première proposiliou conduit à une seconde que voici. 
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SECOîîDE EROPOSITfON. — Les n premiers coqfficiens d*ane 
équation complète quelconque en x ne peuvent contenir moins 
de variations de signe queles coeffîciens correspondons de la trans- 
formée en. , 

Pour démonlrcr celle proposition, je commencerai par rappeler 
Y algorithme qui donne, par de simples additions ou soustractions , 
les coclHciens de la transformée en ( x — i ) , algorithme quia reçu 
l’approbation de la classe , dans la séance du a3 mai 1 8o3 , et qu’elle 
a jugé susceptible d’être inséré dans les Elémens d’Algcbre. J’ai fait 
voir dans un Mémoire présenté k la classe k cette époque, qu’étant 
donnée une équation en x du degré a, le second coefficient de la 
transformée'ou celui de {x—i ) ' , est la somme »»''“* des deux 

premiers coefficiens delà proposée; quele troisième coefficient delà 
transformée, gu celui de (x — i ) est la somme m — i^des trois 

premiers coefficiens de la proposée; que le quatrième coefficient de 
la transformée ou celui de (x — i ) *— 3 est la somme m — a'^ des 
quatre premiers coefficiens de Péquatîon en x , et ainsi de suite ; 
de sorte que le coefficient de la transformée ou celu\ de 
(x— i) •— »+« est la somme (/«— ri-f-a)'^* des n premiers coefficiens 
de la proposée. Quant au premier coefficient de la transformée eq 
(x— I ), on sait qu’il est le même quele premier de l’équat'on eux. 

Nous pouvons mainlenanten venir kla démonstration de laseconde 
proposition; on voit d’abord que les deux premiers coefficiens de la 
transfonnéeen(x—i)sontrcspectivement égaux aux deux termes 
delà suite sommatoire m**"* des coefficiens de la proposée. Or en vertu 
de la première proposition ci-dessus démontrée^ Ips deux premier^ 
coefficiens de la proposée ne peuvent avoir moins de variations que 
les deux premiers termes de cette suite sommatoire m'*"'; donc ils 
ne peuvent aussi en avoir moins que les deux premiers coefficiens de 
la transformée. 

Nous ferons observer ici que s! une suite de termes ne peut avoir 
moins de variations de signe qu’une autre suite d’un égal nombre de 
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ItTincs, le preaiier terme, (lansl’uue etdansl’autre, étant supposé de 
même signe , la proposition subsiste toujours quand un meme terme 
est ajouté à chacune des deux suites; car, avant l'addition de ce 
* même terme, la première avoit, ou plusde variations, ou autant que 
la seconde; si elle en avoit plus, elle'doit , après cette addition en* 
avoir encore au moins' autant, et si, avant l’addition du nouveau 
terme , la première avait seulement autant de variations que la se- 
conde : comme, dans ce cas, le dernier terme se trouye alors de même 
signe dans une suite que dans l’autre, il est évident que l’addition dd 
nouveau terme introduira , ou uoe permanence dans chaque suite , 
ou une variatioa, de sorte que la première suite aura encore autant 
de variations que laaecOnde. .m ,ns\'n ; ^:i . ' ' c 

Considc'rant actuellement les trois preihiers coeffîcîens de la trans- 
formée en ( X— I ), noos remarquerons que le troisième de cescoefli- 
ciens est aussi le troisième ferme de la suite sommatoire( m — i 
descoefficiens de la proposée. Nous avons déjà va que les dëux pre- 
miers coefficlens delà transformée ne peuvent avoir plus de varia- 
tions désigné que les deux premiers fermes de la suite sommaloire 
H a***», ai' par coaséquent en avoir plus que les deux premiers termes 
de la suite sommaloire ( m — i des coefficiensde la proposée; 

donc , en vertu de l’observation ci-deasus , les trois premiers in-mea 
de la suite sommatoire (■ au— i )*T peuvent avoir moins de varia- 

tioiis qüe les tsoia premiers eoeffidena de la transformée en (x— i )» 
Or les trois premiers coefficlens de la proposée en x ne peuveiH avoir 
moins de variations de signe que les trois premiers termes de cette 
même suité sommatoire ( m—i )>*-• ; donc ils ne peuvent aussi en 
avoir inoins que les trois premiers coeffidens de la transformée. ' > 

' Si Ton considère ensuiiè les quatre premiers coefficlens de la trans- 
formée en (x— i), on remarquera d’abbrd que le quatrième coeffi- 
cient est aussi le quatrième terme de la suite sommatoire (m— a 
des coefficiensde la proposée , et que les trois premiers coefficiens de 
k transformée ne peuvent avoir plus de variations de signe que les 
trois premiers termes de celte même suite sommatoire ( m— a 
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d’où l’on concinra qae les quatre premiers eoeflGcicns de la fransfor- ' 
mée ne penvenl avoir plus dè 'voriatioAs que les quatre premiers 
termes de la suite sommatoire ( m—» , ni, par conséqieut, en 

avoir plus que les quatre premiers coefRciens delà proposée. 

Généralement, on voit que les n~- 1 premiers coeifieiens de latrans* 
forméeen(jr— i) ne peuvent avoir plus de variations que lesn — i pfe- 
premiers termes de la suite sommatoire (m — rt-f-a))*»* , ni par eon* 
séquent en avoir plus qiicles/i — i premiers termes delà suitesomma- 
icire (m — n-f-t ) des coelBcieiis de la proposée; les n premiers 
coefikiens de cette proposée, 'qui ne peuvent avoir moins de varia* 
lions de signe que les n premiers termes de la suite sommatoire 
(iTi— « + i ne peuvent donc avoir'moins de variations que les 
71 premiers coefliciens de la transformée; ainsi la proposition dont il 
s’agit, étantunefoisrecpuuuevraiepourlesnr-*i premiers coefficient 
respectifs des équations en x et en (;r— i ) , doit être également ad** 
mise pour les n prçmjetrt coeifieiens resp^tifs de Cés deux éqiialioiu» 
et par conséquent pour leurs premiers coefficieos respectifs en tel 
nombre qu'on voudra, c. y. d. .. j : q. . 

De la deuxième proposition qui vient d’êlre d^ontrée, nous pat* 
serons à celte troisième : • • f 

® ii.’tli. •'•V*'' ’ ■ 'lit 

.TROISIÈME PROPOSITION, r- fine équation en x ne peàt 
0voir moûts de variations de signe que la transjormée en (x—p) i 
P étant un nombre posUifqualçonqu». >!■ : IîO 

^ ^ f _ ■ JM, 

Car on peut faire x*^ P *t ét substituer cette valeur de x dans Ig 
proposée ; il est évident que l’équation en x qui résultera de cette 
substitution, présentera exactement les mêmes successions de sigpe, 
que celle eu x, puisque^ est positif; et^rqn a déjà prouvé qu’ung 
équation eh x ne peut avoir moins de variations que l’équation eq 
(x— 1). Spit maintenant substituée à X, daiis l'équation en (x — i))Sg 

valeur onapra jc— it=^(q:^p)., .d'pÙ il ^il que l’équa tien eu 
(x-,- 1 )acsaûteisvenUes mêmes successions de s^nequcx:eUeen( 4 f 
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de même qne l’^qtiarion en a les mêmes successions de signes que 

celle en x, donc la proposée ne peut avoir moins de variations de 

signe que la transformée en ( x—p)\ c. q.f. d. 

' 

QUATRIÈME PROPOSITION. - STil existe une seule racine 
entre zéro et un nombre positif quelconque p , Péquation proposée 
en X doit avoir au moins une variation de plus que la transformée 
en ( x—p"). 

En elFet , on sait que , dans le cas dont il s’agit, le dernier coeffi- 
cieut de l’équation eu {x—p') aura un signe contraire à celui du der- 
nier coefllclent de l’équation proposée; et que par conséquent le 
nombre des variations désigné sera pair dans celle des deux dont le 
dernier coefficient sera de même signe que le premier , et que ce 
nombre sera impair dans l’autre équation ; le^ombre des variations 
ne peut dune, en celte circonstance, être égal de part et d’autre. Or 
il ne peut être moindre dans Téqiiation en x que dans celle en (x—p); 
donc il doit être plus grand , et par conséquent , la proposée doit 
avoir au moins une variation de plus que sa transformée , c. q.f d. 

Nous voici maintenant arrivés au nouveau Théorème qui est l’objet 
principal de ce Mémoire. 

CINQUIÈME PROPOSITION. -&• «ne eVuatfo/i en x a n ra- 
cines comprises entre zéro et un nombre positif quelconque p , la 
transformée en {x—p) doit avoir au moins n variations de moins que 
la proposée. 

Supposons d’abord que l’équation n’a point déracinés égales com- 
prises entre zéro etp , et représentons les n racines , en suivant l’ordre 
de leur grandeur, par x, , x, , . . . . x. ; de manière que x, représente 
la plus grande de ces racines, et x. la plus petite. On peut con- 
cevoir des nombres p, , p, . . .p„, qui soient respectivement compris 
entre x, et x. , x, et x,, et ainsi de suite, de sorte quep^ soit 
< X*., et>. X,. On peut, en outre, concevoir n transformées en 
(x—p, ), (x—p.) etc,. Or, il suit de la quatrième proposltiou qui 
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'a été démofttrée phis haat, qoe l’équatûm ea(jr^/9) doit «vâir au 
rtioiiis uiie^ÿariation de moins que celie dn (x ; que cellc'Ci doit 
pareillement en avoir iu inoii» une doiUotus que Celle en (x— i/a.),et 
ainsi de suite, jusqu’à l’équation en ( x—p^,) qui doit aussi avoir , 
a» moins ^ une «anaii041.de si^iie de morne que la proposée en x ; 
doue la trantforniéie eu (x—p) doit avoir aa moins a variations de 
iReêiia que la proposée. , 

Supposons, en second lieu , que la proposée a des racîneamuUiples 
tyt\, etc. comprises eiit^e zéro et 011 peut concevoir cette équa- 
tion partagée en deuX facteurs A et A'; ce dernier étant composé du 
produit des facteurs ^gaux (x—r)', (x— n)'*, elc. ; d’où il suit que le 
polynôme A' n’ayànt que des rachies' positives , dont Te nombre sera 
Ç + ç.t + etc., ne présentera que des variations de signe. Soient, res- 
pectivement , A, =1^ , et A', O , les transformées en ( x—p) ites 

équations A=o, A'=o; l’équation A',»>osera formée d’aUtant de 
facteurs égaux , qu’il y en a dans A' : elle sera le produit de facteurs 
tels que_(x + / ) , ( x + /■/ ) , etc. , d’où il suit que l’équation A', = o 
n^aura que des racines négatives, en même nombre que les racines 
positives de réqualion A'=*o, et que par conséquent elle ne pré- 
sentera que des permanences de signe. Donc, dans le produilX, A', , 
c’est-à-dire, dans la transformée en ( x—p J de ta proposée. Une 
peut {d'après le théorème si connu de Segner) se trouver, tout au plus, 
qu! autant de variations désigné que dans A, ; comme, au contraire, 
fiPon désigne respectivement par n, et n, le nombre des racines posi- 
tives comprises entre zéro et p dans les équations A = o, A’== o,ll 
est évident que lepioduit A. A' , c’est à dire, la proposée inx , doit 
Contenir, au moins, n, variations de plus qu’il n’y en a dans A. 
Hais d’après la première partie de la démonstration , A doit avoir, 
au moins, n, variations de plus que A, , et par conséquent», variations 
de plus que le produit A,. A', , ou que la transfonnée en (x—p) de 
l’équation en x. Donc celte transformée , ou le produit A,. A'„ doit 
contenir pour le moins n, 4 - n, variations de moins que la proposée 
en X ou le produit A. A* : ou bien , ce qui revient au même, la 
transformée doit avoir au moins n.+n> permanences de plue que 
1a proposée. 
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Donc enfin , soit que la proposée en x n’ait pas, ou qu’elle ait des 
racines égsles Con»pTis«8 entre léw et«mM>inb*e |io4tif ljueiftonque 
P , autant cette proposée a de racines comprises entre aéro et p , aii- 
i»nt, pofrr'le moiiu,«lle doit avoir de variatiens de signe de pl'i* 
que n’en contient sa transformée en (x — p). c. d. >ri 

Il n’a été question jusqu’ici que de racines positiees { mais il est 
évident que le théorème s’étend aux racines négatives et qu’il suffit 
pour cela de ehongerdans l’énoncé de la cinquièiae proposidoiiplisx 
c‘rt màitis « rériproquemeirt. Ainsi la proposée, ne peut contenir n 
racines coniprr«eà entre *éro et — /» , qu’aut^nt qu’elle ais variations 

dé signe de moins que sa transformée en 

En résumé, j’ai prouvé dans Ce* Mémoire: ’ >- 

ii«.‘Quelesn premiers termes d’une suite quelconque ne peuvent 
Conterfir moins de variations de signe que les termes correspondana 
dç'iaislfite soniiTtatoire d’un ordre quelebnque; 1' 

' ‘i**.'Qne lësirpremierscoefllfcîens d’one équatmn complète quel- 
conque en x, ne peuvent contenir moins de variations de signe qne 
les coeffleiens correspondans de la transformée en (x— i) } 

5®. Qu’il en est de même relalivenient è la transformée en (x—pj, 
p étant un nombreposiiifquelconqne;‘‘"‘ ’• 

4®, Que , s’il existe une seule racine entre aéro et nn nombre posi* 
lif p, réquation en x doit avoir au moins une variafion de plus que 

celle en ( x— p ) ; ' 

S®. Que si une équation èn x a n racines comprises entre aéro et 
±p,la transformée en (xrpp)doit avoir, au moins, n variations, 
ou de moins , ou de plus”, que la proposée en x, suivant que la li- 
mite p'ést jirécédée du signe 4 nu du signe — . • ’ < 

, ! • I . -il!. J I . . i: l r . - . ■ .. ■; ■ '!• .. ' 
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ARTICXE II.' *• Rapport sur le Mémoire précédent. 

La classe nous a chargés, M. de Lagrange et moi, de loi rendre 
compte etc. 

Dans un ouvrage sur la résolution des équations numériques, publié 
en 1807, l’auteur avait annoncé, sans démonstration, qu’une équa- 
tion en X ne peut avoir n racines comprises entre aéro et un nombre 
positif quelconque p , si ceue équation n’a pas au moins n varia- 
tions de signe de plus que sa transformée en (^x—p). 11 se propose 
maintenant de démontrer cette proposition en toute rigueur, et c’est 
Lobjet principal du Mémoire dont nous avons a rendre compte. ^ 

) Pour parvenir h ce but , l’auteur rappelle d’abord un principe 
fort connu dans ce genre de recherches , savoir que dans une suite 
de termes quelconques, le nombre des variations de signe est pair, 
si le premier et le dernier terme sont de même signe, et impair, s’ils 
sont de signes différent. , , r , 

Ce lemme étant posé., il établit sçKcessiyeinent quatre proposi- 
tions avant d’en vexûr h la ,fipqu^n>o qui est le Théoré^f 
énoncé. Nous allons examiner dans le même prdre ces dnq pro- 
positions, , . I ll.l.)- UT-.. .. ; , •,') 

• Proposition prenûère^ u Les n premiers termes d’une suite quel- 
» conque , ne peuvent contenir moins de variations de signe , que 
a,lesn premiers termes de sa suite sommatoirc- d’un ordre quel- 
V conque... _ ^ 

. Pour bien saisir l’énoncé de cette proposition, il faut . savoir ce 
que l’auteur enlen^ par suite sommatoire d’u^ omre quelconque 
d'une suite donnée, .<> 

La suite sominatoire première , ou du premier ordre , est celle 
dont un terme quelconque, oit le'n.'*’*'termc, est égal àla somme des n 
premiers termes de la suite donnée. 

La suite sommatoire seconde, ou du second ordre, se dé dus 
semblablement de la suite sommatoire première , et ainsi des autr^ 
jusqu’à la suite sommatoire d’un ordre quelconque. 
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L’uuiear se borne d’abord k comparer cuire elles , quant ü la suc- 
cession des signes , une suite proposée A et sa suite sommatoire 
première A' ; il suppose que la proposition soit vraie dans les n— i 
premiers termes de ces suites , c’est-à-dire que le nombre des va- 
riations de signes n'est pas moindre dans les n — i premiers termes 
de la suite A que dans un pareil nombre des premiers termes de la 
suite A', et il démontre que la meme chose doit avoir lieu pour les n 
premiers termes de ces suites. 

Plous avous remarqué que la démonstration de M. Budan man- 
que de quelques développemens , mais il est facile d’y suppléer; et 
comme la proposition a lieu sans difficulté lorsque »a=ia , ou lors- 
qu’on considère les deux premiers termes des suites A et A’ , elle 
est donc vraie pour un nombre quelconque de termes de ces deux 
suites. 

La proposition étant établie entre nne suite donnée A et sa suite 
sommatoire première A’, il s’ensuit qu’elle aura également lieu entre 
la suite sommatoire première A’, et la suite sommatoire seconde A”, ' 
et ainsi de suite. Par conséquent elle sera vraie aussi entre la suite 
donnée A et sa suite sommatoire d'un ordre quelconque A 

Proposition deuxième. « Les n premiers cocfficiens d’une cqua- 
U tion complète quelconque en’x ne peuvent contenir moins de 
» variations de signe que les coeilGciens correspondans de sa trans- 
» formée en ( x— i ) » . 

Pour ramener cette proposition à la précédente, l'auteur observe 
que les coefflcieus de la transformée en ( x -7; > ) peuvent être cou. 
sidérés comme des termes sommatoiros de diFTérens ordres de la 
suite des cocfficiens de la proposée; le coefficient du premier terme 
est le meme dans les deux suites; le coefficient du second terme de 
la transformée est la somme des deux premiers coefficiens de 
la proposée ( m étant le degré de l’équation ). Le coefficient du 
troisième terme de la transformée est la somme ( «» — i des 
trois premiers coefficiens delà proposée, et ainsi de suite. 

£n partant de cette idée, l’auteur compare successivement les deux 
premiers coefficiens de la transformée aux deux premiers coeiliciens 
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(le la proposée, les trois premiers de l’une aux trois premiers de 
l’autre, et ainsi de süile^ll trouve par l’application de la première 
proposition t}ue les coeflRciens de la transformée en ( * — t ) 
iuuisseiU par rapport aux coefficiens de l’équation proposée de la 
môme propriété (Jue la suite sômmaioire d’un ordre quelconque de 
ces mômes coefficiens; d’où il conclut que la transformée en (ar*-i) 
ne sauroît avbir plus de variations que l’équation proposée. 

Au moyen de ces deux premières propositions, l’autenr démontre 
sans difficulté la troisième et la quatrième ainsi conçues: ' 

Proposition troisième. « Une équation en x ne peut avoir moîiis 
» de’variàtïons'iie signe que sa transformée en {x — p , p étant uû 
M nombre positif quelconque. » ' 

Proposition quatrième', « S’il existe une seule rucinc comprise 
« entre zéro et un nombre positif quelconque p, l’équation propo- 
u sée en x doit avoir , au moins , nne variation de plus que sa trans- 
». formée en ( x — ). '» ' 

* L’auteur vient enfin h la ciuquièmé proposition qui peut s*énon~ 
cer ainsi: , . 

Proposition cinquième . « Si une équation en x a n racines com- 
» prises entre zéro et un nombre positif quelconque p, cette cipia- 
» lion aura au moins n variations de plus que sa transformée en 
» (x — p)- ’> 

Si les racines comprises entre zéro et p sont toutes inégales,' la 
proposition cinquième est un corollaire très-simple de la proposition 
quatre; mais s’il'y a des racines égales entre zéro eip, la démons- 
tration que donne l’auteur n’est'concluante qu’autant qn’on a recours 
à un théorème démontré par Segner dans les Mémoires de Berlin , 
en 1756; savoir que, si on multiplie un polynoinc en x par le binôme 
X — a , le nombre des variations augmentera au moins d’un dans le 
produit. 

Le théorème de Segner ctadt supposé, la démonstration de M. 
Budan est exacte. Mais l’auteur aurait dû en faire mention ou intii- 
quer de quelle manière il y Supplée. ' 

?ious remarquerons que si l’on flirt x, Ics^toefficiens dfe la 
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ti'ansiWmre en ( yo ) deviendront tous positifs ; i^insi il résulte 
du théorème de M. Budan que le nombre des racines positives d’une 
équation ne peut être plus grand que celui de ses variations; ce qui 
est la règle connue de Descartes. 

On peut aussi observer que le tbéoréme trouvé par 1\|. Buden- 
pour les racines positives en donne un semblable pour les racines, 
négatives , puisqu’on mertaut — or à la place de x, dans une équa- 
tion donnée, les va^^tipAS se changent en permanences et récipro- 
quement. 

. U ce’sulte de l’eaamen que nous venons de faire du Mémoire dq 
M. Uudan 4 qu^ le lbéo(êrae qui en eÿt l’objet principal > est vrai , 
mais que sa démonstration manque d^ dÜTérens développemnnÿ 
sans lesquels elle ne peut être regardée comme eutiërement rigon-~ 
reuse. Nous pensons au reste que qe ibéorême est nouveau: et qu’il 
peut être utile dana la secherche des limites des racines. Car quoi-, 

, qu’il soit insulBsant pour faire trouver directement les limitas dp 
chacune des racines réelles, parce qp’il s’ensuit seulement qu'<7 peuf 
jr avoir, mais non pas qu’il doive y avoir , aut«ut de racines com*’ 
prises entre aéro et un nombre positif p , que l’équation a do varia- 
tions de plus que «a ivansfoansée en ( X -’yu), ce tbéptême peut 
néanmoios servir k diriger les làtonnemens, en faisant exclure,, 
dans les subsüiuiiou successives, les nombres entre lesquels on sera, 
assuré , qu'il ne peut tomber aucune l’acine réelle. 

Nous croyons, en conséquence , que le tbéoréme trouvé par-^. 
M . Budan mérite l’atieution de la clas.se comme étant une extension de 
la règle de Descaries, et que sou mémoire peut être imprimé dans 
le Recueil des Mémoires présentés, accompagné du présent rapport. 

Signé , Laghange; Legendre, rapporteur. 

Cbser\>ations de l’auteur du Mémoire.— Je publie mon Mémoire 
tel que je l’ai présente, eu i8ii, à la première classe de l’Institut. 
Le véritable résultat de l’examen fait par Messieurs les Commis- 
saires, est 
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1 *. Que les développements q(fi pourroientmanqucrk la première 
proposilion ionl/aciles à suppléer. 

a®. Que le Théorème de Segner étant supposé, la démonstration 
( de la 5“'. proposition ) est exacte. 

Peut-on le'gitimemcnt inftirer de pareilles prémisses que les dé- 
monstrations ne sont pas entièrement rigoureuses ? 

Quoiqu'il en soit, l’autèér croit avoir satisfait au désir de Messieurs 
les Commissaires, en joignant leur Rapport k son Mémoire, et en 
ajoutant seulement, k celui-ci, les deux courtes parculhcses qu’on 
y trouvera en caractères italiques. Ces deux additions n’étoient peut- 
être pas nécessaires, mais. .. . Quodabundatnon vUiat. L'auteur, selon 
le Rapport , aurait dû citer le Théorème de Segner, ou indiquer de 
quelle manière il jr a suppléé. On n'a pas prétendu y suppléer; on 
l'a réellement employé, comme il est facile de s'en assurer en jettant 
les yeux sur le passage imprimé en italique ; mais on n'avait pas 
a j opté : c’est ici le Théorème de Segner; c’est pour réparer ce man- 
quement, si manquement y a, qu'est destinée l’une des parenthèses 
dont il vient d’Étre fait menüon. =T ‘ / 

. Au reste, Segner ayant établi ton Théorème, en comparant les 
variations dë signe d'un polynôme en x, avec celles que présente 
le produit de ce polynôme par le binôme x—a, il n’est pas inutile 
de faire observer qu'un semblable résultat, se déduit d’un Théorème 
relatif aux variations de signe d'une Suite et k celles de sa Syntag- 
amt/^MC^^orsque le dernier terme de celle-ci est zéro ( voyez l’AP- 
PERÇU ci-dessous, concernant les Suites que j’appelle 
ques, N®. 8 ). 




/ 
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ARTICLE III, — lyun moyen 4e reconnoihv la présence des 
racines réelles entre deux nombres différant entre eux d’une unité, 
indépendamment de P opposition des signes du dernier terme dans 
les deux transformées, ■ > 


On a TQ précédemment (note U) avec quelle facilité on passe 
de l’équation en à celle en^Æ — p 

On a vn aussi (Chap. .VI) qne les variations de signe dans une 
collatérale en i^attesteôl l’existence des racines réelles 

entre p eXp i, dans le proposé en x, à moins qne lo** ne 
soit pins petit que ^ étant précédé du signe sous le signe ra- 
dical, eX P étant la partie réelle comprise entre et ^ -f- i , 
dans l’expression d’une^ conple de racines imaginaires que doit 
avoir la proposée, afin que ce cas d’exception puisse avoir lieu). 

La[ fraction y doit, dans l’hypothèse, différer, de moins de 
delà valenr^^4-,.v.-f-^^^{ si, supposant'^ très petit, on se 

permet, de prendre cette valeur pour celle de f, comme font 
les Géomètres en tant ^d'antres cas qui paroissent moins favo- 
rables, on aura ponr lors y/f— ^ et les 

termes de rang impair dans l’équation en (x-~p — ^ — ... 

seront les coefficiens d'nne équation en f , à l’aide de laquelle on 
assignera, suivant le moyen connu, la limite inférieure, que la 
valeur de ÿ devra surpasser. Si donc on reconnolt , par celte li- 
mite, que io**f ne peut être pioindre que \ , condition à laquelle , 
d’antre part, p devroit satisfaire pour pouvoir maintenir le cas 
d’exception dans l’équation en^a^,’’.,— 1 ^, on en devra conclure 
que l'exception h’ a pas lieu , et qu’il existe des racines réelles en- 
,r. ,. + i+. . 


10 * 


■ , Ccci va être rendu sensible par l’exemple suivant. 


i3 
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Soit l’équalion. . . + x* — 8 j: + 4 - . . ,t , 

En suivant noire méthode, ^j’â'rif eu fiçu de supposer qu'il y a 

une double racine entre zéro cl i, On àura’par’eillcment lieu de 

, . .. A, V ..lUv.o \\n\ A. 

présumer r. 

1° (apres avoir fait lo x =x' ) , qu’il y a’, 'dansréqualion enx' 
une double racine entre 7 et 8;^el^par conseyieu}^ , uue^, double 
racine dans la proposée entre o. 7 el 6. é; 

a*.^pnè«-avoir-faitio-(,x'-^y)ï=x")'.qn'll ÿ aj'dans l’équation 
en x'^ unedoubje ri^ine-enlre,^ { fVp94| coasqqueul, uue dou- 
ble racine dans la^proposée entre o. yS et oji/iî ^ „( • lo 1 

■ 5 *V •(Ipréi'évàit^fii^ io qu'il yrlune double ra- 
cine, dans l'dquâtioniénJ^'f'i’ cl fejj cishiéqüeHt^j Unè 

doublé racine daus,la .projx)*ée,>éntée et o.y^îiVl ‘ ^ '' 

J ( 4°- (après a.voir fait jo (x"'^ — ) ==Æf') qtl’il y a'une dobbîè ra- 
cine dons l!équd(ion cnx^eHlre‘XérO'ef t Ié8bsé^dérit‘, déiùx 

rûciofcSicUusJa prçp<w 6 ç;entréiO(;^ 3 uO^\)'î^ 5 aP.^ 2 *’' 1 '^‘''l ''' 
L’équau’0|i^, ep ÇpUe en 

en x", elle cas d'exception ne peut se maintenir dans sa, collaté- 
p.rr) )iii-.«>qqiia , -H-> * --b-g,,- 

rate, si S n est pas moindre que ; 

o r. !Û3 ..t aiiÿa umnx. j un -’S! 

^es coellic|ens de l>«j|oj^tion en,p5''-,jC9nyen^lep?iepl qiyises^ 

donnent ceux de Inéquation en (x— o.ySao} dont les coeffleiens 

,, \ . . . - — - . „K» ■ lilf. .»'> t ^ 

<10 rang impsir, eTffnl, pris pouf Ceux de'J équation en celleder- 
nièi^ cqualiph sera i+.oIoooopo03o966scïO • - 

Sans tirer dé cet,te équation .du a' ^e^rp j^^j.yaleui; quedevfoil 
SVoll'VTfeb'sè bornera' à en conclure, pour j^ivre la marçhçiîéf 

, J'.iriü iii (Uiiii ■. ulf- ^ .Tn, *- • 

néralè,^quc ^ dpyra.èUeiPilu,sgra<dqufts 8-; ; j^n ' r^j^^^ ^ ^ar. consd- 

■■ ■' ' 'JI, • y lir.'OMf J il i il'.) { a 1 ' - ( 9up . 

qucrii plbs g;!f»’J,;1^5; 4oe.goo,oo 5' tf. remplp.^pouu .1^ 
condition exigée pour^le^ mainlien de, ViCKCcplioPi donc.Js a deu» 
valeurs égales ,, du mqinsN'ns^u à la ^4' décjirifileî.l^.dqpl^lp pqcipq 
érnbf o.' 73 i Klriôîns d’un dix'-inilfièmé pics,., 

lA’qiialion q ùi,n pt7S-à--9er\ThPcxèldy)lé , cisT'le 'dcvelopÿiémé^nl 
de (x-l- 1 EIlH «veflnotiTCméJit-dêu* Ra- 

cines, (^jiles, chacune, a 0.73a, à un dix-millième près. 
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;ij'i ...fl’, ■.‘i’’;- .^I i.; 7 ii.f’I ie y <■ > ; : -r 

,AÀiTl)CÙy ^ Algonûime ptHU- la- tj^sjormalion d'un 

. ,\^J?pljnwte en .x^du degré n, en un Polynôme équivalent, du 
: -Tniénie degré, m(x— u), u étant positif ou négatif , entier ou 
.['flYiellontUlitC.' I i ■ . 

■ iiH| .i .'■> „'l II -, 

Etant donnée une suite .a,. .. a,. . .a; etc. 

Si l’on calcule unes® süitér.-.«.'> r..‘. .. .a,. .. a*^'5. .. .a^'^ ëlc. ' ’ . 

1 a 

detelIemaaiè»qu’onak(^uelquesoltn)...a i=a^'J— u j uétant 

un facteur constant, ou . o.^>s±a +ua^’> 

• c — ., '• ;. • 

J’appelle la prcmicrç suite Yanti-sjrnlagrnatique de, la seconde ; 

un terme a^'^ delà seconde suite, s’appellera le y/itagfwe des termes 

I 

de la première,, dçpnis-a,- jusqu’à a,., • - . " 

En calculant de la même manière , on obtiendra la syntagmati- 
que de la-syntagmarique,on là’’63mt3gmatiq»e’çecoBde'de la suite 
donnee,.dc 5 nl|M sejjrocure sentiblablriment les synlagqiatiques 
4*;, etc.; les ^çrmea généraux des sÿntagmatiques des différens or- 
dres i serûnt.fjeEfiéseuUis par a^'^, a^^, etc. . , • 

Ceci posé, pour obtemirîes coéWcierti'ff^Tt-jfobf^iôme ci (i — 
équivalenuau'polymomed’oaipèroe degré nja. «M+--. dont les coef- 
ficiens douoésisonra,-. o,.^.,.a,,éç>:i.vPi6 cquiff cl * comme formant 
une suite, en écrivanlo pour up terme, quand osera le coeflicient 
d’une puissance deijc; c’est-à-dire, quand celte puissance man- 
quera dans le polynôme : ensuite .vousvons procurerez successive- 
ment la synlagmalique première de Celte suite; puis ses synlagma- 
tiques a*., calculant à chaque fois un terme demoins; 

les derniers termes respectifs représentés par a^'^, a'*> , a^^^, a^"’ 

seronlrespecllveraenllescoeflîciensde(jr— w)',..(x— u)*“‘; 

quant au coefficient de (x— f<)* , il sera le même que celui de x'; 
c’est-à-dire a,. • ^ ' 
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La raison de ce proce'dé est que, si l'on prend la syntagmatique, 
au module constant quelconque u, des coelEciens d’un polynôme, 
le syntagme de ces coeOlciens sera le reste de la division du poly- 
nôme par (x — u), et que les termes qui pre'cèdent ce syntagme 
seront les coefficiens du polynome-quotient; c’est-à-dire, que dé- 
signant le polynôme donné par P. et le polynome-quotient parP,_, 


on aura 


iiuP-P--+‘- 


(•) 


X— u 


puis, en divisant les deux membres de l'équation par x •— u , on a 



et continuant ainsi les divisions, on arrive à 

, ^ _ a<;» , , «î,*’ 

d’où P.::», (x— «)" -f- a,^o (x— -f-. . . . +a^l, (x— «)'-j-a01 

t 

Prenant pour exemple le polynôme ax*-i- 3 x*-f^ 5 x — 5 , 
on calculera, de cette manière, les coefficiens du polynôme équi- 
valent en (x-f- i),en observant que pour lors le module u est — r, 
dans l’équation de relation a^'^=sa,-4-aa^'Li« 

Coefficiens., 5_ 3 

Syntagmatique 1"' 2 — 5 -f- 10 — x 5 

Syntagmalique 2""' 2 7 + >7 

Syntagmatique S'*** a— 9 

Syntagmatique 4 '*^ a 

d'ou résulte le polynôme équivalent 

2 (x-f- 1 )’— 9 (x-f- 1 )• - 1 - 1 7 (r -f I — iS (x -f- 1)», 

C’est le même résultat obtenu au Cbap. II de la nouvelle mé- 
thode, page ig. L’énoncé de cet algorithme, est le même qui se 
trouve dans la 2® proposition à la page i5, pourvu, qu’on y 
change (x — 1) en (x — et les mots somme première j somme 
seconde, etc. en syntagme premier , syntagme second, etc. 
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ÂRTICXE V. — Du Calcul des Facteurs réels du second degrés 
pour un poljnome d!un degré quelconque. 

Une suite syntagmalique ^ deux modules conslans U, et U,; 
est celle qui est liée & son anti-syntagraatique par l’équation de 
relation a, — Ü,a,_, — U,a.z,= a',; a, étant un terme quelcon- 
que de la syntagraatique , et a', le terme correspondant de l’anti- 
syntagmatique. 

La formule qui suit donne la valeur de a,, en fonction des 
deux modules et des i + 'i premiers termes de l’anti-syntagma- 
tique . . . a, . . a', . . a'. a\. 


a,U.—+a.U,"^+t("-a)a.U.+a.]U.-’+C(n-3)a.U.+aj]ü.-< 

+ [ ^‘^"~ÿj* - ^^ a.ü.‘+(n-)a,U.-ha5^u'.n— 6 

■{- etc. etc.; la loi est visible. 


Les I -4-n premiers termes étant supposés les coetllciens d’un 
polynôme complet en x du degré n, il s’agit de trouver des 
modules U, et U,, qui rendent nuis le syntagme a, et le pro'syn- 
tagme a,_,, attendu que les termes qui précèdent ces deux -ci 
dans la syntagmalique sont les coefUciens du polynome-quotient 
en X, du degré n a, qui doit résulter de la division du polynôme 
proposé par le facteur du a« degré., .x* — U, a: — U,. Ainsi l'on 
égalera à zéro ce second membre de {/) , qui est la valeur de 
a,; on égalera pareillement è zc’ro ce second membre, en y 
changeant n en n — i ; lequel membre exprimera pour lors la 
valeur de a,_,. Ce qui donnera deux équations à deux incon- 
nues } d’où l’on tirera les valeurs de U, et de U,. Ensuite , si 
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l'on fait X* — ü,x — U. = o, U, el U, ëlant désormais connus , 
ôn connoiitra x==îU.± V^(iU,*+U,). 

Soit pour exemple, .. .x’+a,x-f- a, = O 
En traitant ce polynôme de la manière indiquée, pn obtient... ^ 
U,’+ a,U, — a’ = o , et U,U, =;: — a^ i • ’ 

Les lettres étant remplacées par des nombres, soit 

x’ — gx+ 38 ; d'où U,’ — glJ, — -28=0. 

On calculera les coedicîcns des transformées en (U, — > i), etc., 
suivant notre méthode. 

CoelBciens des équations 

en U, ...1+ o — g— '38, 
en (U, — 5 — 0 — 56 , ' 

en (U, — 2L..1+ 6-j- 3 — 38 , 
en (U, — 3 ). . . I -j- g-t-i8 — 28, 
en (U, — 4 )- ■ “i“*s+39-l- o; 

U, = 4 > cl puisque 

U.U. = -a,^-28, ü. = -|==-7; 

donc X* — 4^+7— o, el x=2±v/ — -S. 

Si le polynôme est x’ — i5x + 4 = 0 » 1* valear de U, devant 

être, comme dans le premier exemple...... 

U,3— i5U, — 4 = 0 , 

donc U .=4 cl U.= -7^=— 1 ; d’où x* — 4^+ 1 = 0; , 

cl x = 2 ± v/ 3 . 

On voit par cet article et le précédent , que la résolution des 
équations numériques, pour les racines réelles et imaginaires , 
se ramène à trouver un module annulaleur du syntagme dans une 
syntagmatique à un module constant; et les deux modules con- 
stans arvmlnteurs du sftUagme el du pro-sjrtUagme dans la syntag- 
luatique à deux modules. ' ' i . 

On ne'sauroit donc dire de toute équation qui a' des racines 
sourdes ou incommensurables, aussi généralement que Newton 
l'a énoncé : « Radices surdee Jînitarum œqualionum , nec numeris^ 
» nec qiuwis avle nnaljlicâ ila possunl exhiheri ut alicujus qitan- 
titns , èreliquis distincta , exacte cognoscalur. ( Z7e analjrsi per 
» cequationcs etc., vers la fin). » 
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ARTICLE VI. — Réponses a deux demandes (fui ont xkè faites 

à VA ut CW, 

On m’a demandé à quoi pouvoit servir ceUe méthode, et de 
quelle imporlaoce pouvoit être la résolution des équations nu- 
mériques. Je pourrois. renvoyer à ce qui a été dit à ce sujet par 
Lagrange, dont les pensées ont été peut-être plus persévéramraent 
dirigées vers cet objet que vers tout autre. Mais, à cet égard, 
comme au sujet des additions que je présente dans celte nouvelle 
édition, je dirai simplement avec Fontenclle : « Amassons tou- 
» jours des vérités de mathématique... au hasard de ce qui en 
» arrivera... Il y en aura qui, prises séparément, seront stériles, 
» et ne cesseront de l’être que quand on s’avisera de les rappro- 
» cher.... Il est toujours utile de penser juste... Rien ne marque 
M mieux combien l'esprit est destiné à la vérité que le charme (i) 
« que l’on éprouve, et tjnelqtiefBM malgré soi, dans les plus 
» sèches et les plus épineuses recherches de l’Algèbre. » {Piêfacp 
des Eloges. ) 

Quelques personnes m’ont aussi demandé comment j’étois pap 
venu à trouver la Nouvelle Méthode : je ne puis répondre autre 
chose sinon que j’ai examiné l’objet sous diverses faces, avec cette 
attention que le célèbre philosophe Malebranchc considère comme 
une sorte de prière naturelle au Verbe, la véritable lumière qui 
éclaire l’entendement. Pour mon compte, je ne saurois m’empé- 


(l) Ce charme qu'on ne saurait nier, et que Fénelon appelloit un charme 
diabolique; ce charme des Muses mathématiques, qui était connu de Virgile, 
et qu'il a semblé préférer à celui des autres Cluses, quand il a dit : 

Me verit primUm âulces amc omnia mui<v, 

Accipiantf cceliqut viaj aetitlera momtrentt 

est quelquefois remplacé par un dégoût qui s’est fait sentir meme au célèbre 
Newton, dont je rapporte ci-après le texte, servant d’épigraphe à l’APPERÇU 
qui va suivre. 
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cher de croire qae l’homme a souveot lieu d’appliquer aux pen- 
sées qui se présentent k son esprit, ces paroles de la mère des 
Machabées, qui disoit à ses enfants : Nescio qualiter in utero meo 
apparuistis. Et ce qui me confirme dans cette persuasion, c’est 
que l’illnslre géomètre Lacbamgk a obserré an sujet de Jean 
Bernoulli, qu’il a louché deux fois k la découverte de telle vérité 
qui n'a été aperçue que vingt ans après par un autre géomètre 
( Moivre), lequel pourtant n’égaloit pas Eernoulli en perspicacité, 
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APPERÇU 

Comemcmt les SUITES SYNTAGMATIQVES. 


« Methodum generalem qoam.c: olim oogiUreram; 
» in sequentibus lireriter explicatam potins quàm 
» accuratè demonstratam babes (Nzwtom. De analysi 
n per æquationes numéro terminorum infinitas ). » 

U Parciiis scribo quod bæ spcculationes diù mihi 
» fastidio esse cœperiot, ade6 ut ab iisdem jim per 
n quinqiie ferè annos abstinuerim. ( LtUn d* Newton 
» à Oldenbourg^ du iSJuin 1676), a 


l 4 
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avertissement; 


L’Auteur , contraint par les circonstances , s’est borné à 
donner ici un simple^rém concernant les SniXts Sjrnlaginatiques. 
Usant d’une liberté qui a été accordée à divers Géonnètres, il a 
cru pouvoir s’autoriser du texte qne Newton lui a fourni. On 
trouvera donc ici la vérité, breviler explicatam poliùs quant accu- 
raté defmHxtralam. Toutefois celte hrim>e explication ne laissera 
pas que de mettre souvent les lecteurs sur la voie de la démon- 
stration, et plusieurs peut-être ne seront pas fâchés d’avoir quel- 
que travail & faire pour y parvenir par etnt-memes, et d’entrer 
en partage, pour ainsi parler, dans celui de l’Auteur. 
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Fautes à corriger dans VAppsrçuI 


Pag. III, lîg. 4, en remontant, nodute, lisez modula 

Jbid. lig. antépénultième, après n mettez une virgttle 

Pag. Ma, lig. 8, à 1 a lin, au dénominateur, . . . na_iU«::a, lisez 

Pag. m 3 , lig. 3 . M!ï±OIi 2 ±L>, lisez 

“ • O • i . a 1 . a 

Ibid, même lig., m(-t-i), liiez (m-{-i) 

Ibid. Vig. i 3 , i.a...(m— i), /irez i . 3 . . .(n— i) 

Pag. 1 15 , lig. 1 1 , n — n'+t, lisez 1 

Pag. ii6, lig. 7, et pag. ii8, lig. i 4 et i 5 , supprimez u, qui égale i 

/mj 

Ibid. Supprimez l'indice supérieur dan> A 

Ibid, au commencement de la lig. i 4 , supprimez -è-n'u,_, 

Pag. 117, au premier membre de la formule, a^">, lisez a[|"^ 


Ibid.Mg.S, a^" liiez 

Ibid, même lig. u^”\ lisez 

Ibid, même lig. après ut“~ 0 , mettez If-ut*"*) 

Ibid, au commencement des lig. 10 et la, mettez -j- au derant de la lettre u 
Pag. 118, lig. 9, (m-fm), lisez (m— n') 

Pag. 119, après pouvant, remplacez ce qui suit jusqu'à la virgule,' par... se 
combiner avec chacune des diverses puissances des autres modules. 

Pag. lao, lig. i 5 ,(F), mettez ( 5 ) 

Ibid. lig. 37, après ytpperçu, mettez un point, et supprimez le reste do Vedinea 
qui est une répétition de la Note IV. 

Pag. I ai, lig. 4 i (O *sez ÇF) 
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APPERçu 

‘ Concèrhant tes SUITES SŸd^^TAGM^TlQVE^. 

L ! .. ■ , ('•-!- Ill; ^ - . . ■'■J. I 

ORSQUE deux suites de nombres , coordonnées l’une à l’autre, 

terme à terme, sont telles',, qu’unjlerrae quelconque de là se- 
conde,, rcpfçsenté généralement par égale la somme du 
lerme correspondant de la première, représenté, À',, ej des 

autres termes qui précèdent cé!u*',Ç,t »;p,“.é,xpri)upcntte,propn^ 
en disant que ,1a seconde suite est so/nmaioire de la première, -et 

elles sont liéeâ entre elles par* cette ^iquâtion^ de relation , 

. A.= A,_ ou A, — A,_,=^A'»; ( , , . - 
équation à laquelle se réduit celle-ci- j - r 

i; r. V il ijj,* > ( I — 7* ’P 1 i'-' •' *'P 

-;ii> ■ M'v.I. aril çü!;c'3 V* A»— A', ■ t o.-u-, 

lors^e le fecteût ü. égiile conslaniiiiebl l'ânité ;‘èl celte dc'rnièi*é 
équation est élle-ménte'renferméé dans l’équation " ’ ’ ' o:- 1> 


A/l— •••— T,A„_, 


' n> 


laquelle se réduit à là précédente ,' quand Tindice y égale i. 

a. Ceci conduit à’ considérée des-.snite’s deotartnes placéfes les 

unes aa-desSos des autres, et se correspondant terme à terme 
en sorte que, représentant un terme quelconque d’une ces suites par 
A^”^i-et le terme qui corfcspdttd à tèlui^cr, |dans la suite im- 
médiatement supérieure, par bu' ait ’ehire ces deux 

suites l’équation de. relation ' ' 




et plus général«*oenl, ''-A •> < t - ■ ' 

(;D3 • "—a . L ‘rr 


j\ : Il t'} 


f 
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Nous donnons à ces suites le nom de synlagmatiques , mol dé- 
rivé du grec, signifiant coordonnées. 

Nous entendons par la suite (m), ou de Tordre m, celle d’entre 
ces suites, dont le terme général est représenté parA[|”\ El dans 
un sens analogue, noos disons les suites (m-f- i), (m4~3),elc., 
ainsi que les suites (m — i), (m- — a), etc. 

Les suites (m-j-i), (m-f-a), etc., sont ce que nous appelons 
les sjntagnmliques première , seconde ^ etc., de la siiile (m); tandis 
que les suites (m — i), (ni — etc,, sont les ànti-sjntagmali- 
(fùes premièi^\ sécondel celle même suîlérÔn voit par là 

qne chaque suite est la syntagma'lique de la suite’ placée àu-desstis 
d’ellé , et l’anlr-syntaginatiqile de Ü sulle'plàcée au-dessous/' 

Nous donnons aux facteurs U T le nom de mo- 

*. ) i . - » . . i 

diiles syntagniatifjues. 


5. Quand bn‘ suppose que >’=='?> 'c’’çst-à-dîçé que l’équalipq n’a 
l’un seul module qu’en outre i ^ eT qù^il ÿ'^à nn 
même premier ternre dans chaque suite, les syntagmaliques de- 
viennent alors des suites tes tmli-syntagnuft^es 

deviennent des suites coR/r 0 -soqUMtoim onidi/7^'r«nrioi/as',.puisv 
que, dans ce cas , <1« r*l««îoa se réduit k ^ ^ 

“ i(n>) a(™) 

I, • t ' ”ji<[ "I i! . :;. i :)£ ' o 

Nous avons à coiasidérer'BncoessîvemBnt'î ‘ * v- i.d) ç 
it. Un syntagluBlique à un .seul module f «tson atfli-synHgma- 

tique Si^ulement;. .) . u • . i .iiqi o .<j: .u 

a*. Une suite, a,v®9 .ses ^ntagpMtiques.el «s j«nli*Bynlla(gn(iaü* 
ques première, deuxième, etc,; toutes c^e$. suites ét^tttusslk. 
un seul module 1 ' , , . -, 

5°. Une suite et son anli-synlagmalique a plusieurs modules; 

4*. Une suite avec ses syntagmatiqves'^ ses anti-syntagmati- 
ques première, deuxième, etc., à plusieurs^meduf^Sy , :;p ^ .. 

5. L’Ânalyste est conduit par ces considérations, à quelqu.es, for- 
mules générales, à des. tliéorèmês- -nouveaux , et trouve inr son 


qu 
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chemin des re'sultals qui cmh^assent une grande partie de l’Al- 
gèbre, ainsique les principales formules du Calcul infinitésimal. 
Et quoique l’analyse algébrique semble oflfrir deux branches 
bien distinctes, la théorie des équations et celle des suites, 
une conséquence de ces recherches sera que ces deux branches 
s’entrelacent, au point même de sidentifier sous certain rapport. 
On y trouvera la confirmation de ce qui a été dit parFoNTENELLS 
et par M. de Laplsce, sur Futilité des méthodes et des formules 
générales. 

n Les formules générales sont les lieux élevés où l’on se place 
» pour découvrir, tout-à-la-fois , un grand pays.... Tel est 
» FefTet des méthodes générales ; quand on a su les découvrir , 
» on est à la source, et on n’a plus qu’à se laisser aller au cours 
» paisible des conséquences {Eloges de Varicivon et de 
» piLAL, Fontenelle). » 

n 11 importe extrêmement, dit aussi M. le marquis de La- 
» place, de multiplier les méthodes et les formules générales. 
» Le système des connoissances liées entre elles par une mé- 
» thode uniforme, peut mieux se conserver et s’étendre. Pre- 
» ferez donc dans l’enseignement les méthodes générales , at- 
» tachez-vous à les présenter la manière la plus simple , et 
M vous v^rez en même temps qu’elles sont presque toujours 
H les plus faciles {Leçons aux Écoles Normales). » 

6. Si deux suites se correspondant terme à terme , sont liées 
entre elles par cette équation de relation a, — u,_,a._, = a', , 
la suite à laquelle appartient le terme a, est appelée la sjnlagma^- 
tique de celle dont fait partie le terme a',, laquelle s’appelle son 
anii-synlagmatique ^ et l’on déduit de cette équation la formule 

l +Un_ii'ii_,a’»_,-t-Ui,_ia «_i-t-a «■ 

Si le facteur u,_,, que nous appelons nodule syntagmalique y 
au lieu de varier eii même temps que n conserve pour chaque 
terme une valeur constante, que nous désignons alors simple- 
ment par a, alors la valeur de a, (que nous nommons le sytk- 
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tagmc des termes cotppris dans le second membre de (F),' 
devient - ni; .. 


(F'). . .a,=a.r»,u»'-t-a',_; 


' -f-. . . .+a',_,u‘+a^- 


Si l'on joint à la première équation cette équation auxiliaire 
v«_,a,_,= a',', et si, "pour abréger, on adopte la notation, 

U * CVfl— ( V||— 0 
V U„_„, / “ U,_v...U,_..U._, ’ 

on parvient à cette formule , 




1 I I 

...... D„_, . Un_, 


7. De là naissent deux suites commençant. Tune et l’autre, par 
Funité et dont la seconde est sommatoire de la première ; le 
terme général de celle-ci est 

(y. -4- (vi 4- ui). • • (v.-*+ . 

■ u„ . U, .... u„_, . 

I • 

(Pour simplifier, oh fait ici n—n'=o). 

Et le terme général de la sommaloire est 

' (Vq+'u,,) (V| U.). • .(Tjt- . + U.-0 (V.-l4-Uiu-i) 


La propriété de ces deux suites se vérifie d’aijleur^mmédia- 
lement à ..indépendamment de toute valeur particu- 
lière attribuée aux v et aux u. ‘ - 

Deux suites de nombres quelconques peuvent être ainsi coor- 
données suivant l’équation de relation et son auxiliaire. 

Si tous les V ont une même valeur représentée par m , et si l'on 
change rcspecüvcmeht u, , u, , o,. . . .,u,_, , en u, au, 3, .., nu , 
on obtient ces deux "suites , dont la seconde est sommatoire de 
la première. 

/•c \ . . n’ . ni( m+u) . , m(m-f-u)...[m-Kn— i) u] _ 

V I /“i' u.au u . au nu ’ 

I 

fc V I ■ (in4-v)(">+3 u) ■ (m-|-n)... ( ni-t-nu) 

u , u.au' T!"' u nu • 
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Ces deux suites , si l’on y fait u = i , deviennent * 

(S n). .1 [ "^ I I . ni(m+i)-Cm+n— ' ). 

I i I »"(n^ + 0Cn^+») . n<(+Qni ta)...(m+>i) 

I ' 1 .a. T" T J g, ^ 

D’où Ion conclut que la syntagmatique au module con- 

stant 1 de la suite^S'm)j sommatoire m''"* est 
(S'^ I m) 1 I »°+”t I (m4-m)(m-t-m+i ) ^ ^ (ni+m)...(nH-m-fn— a ) 


en s’arrêtant an terme n'""'. En cliangeanl dans cette dernière 
suite m en —m, on a ranti-synlagmaliquc au module i ; 
c’est-à-dire la contrc-sommatoire, ou suite diflerentielle de 
la suite et si l’on fait m = o, ce qui rend nuis tons les 

termes de celle-ci , excepte le premier qui est i , alors sa contre- 
sommatoire est 


I i.a 


m(m — n+a) 
i.a — ij 


8 . On peut établir, relativement aux suites synlagmaliques, les 
tbéorémes suivans : 

IjXMMe. Le sjntagme a. , dans nne syntagmatique , à un seul 
module, soit constant, soit variable, et son anti-sjrntagme a',, 
doivent toujours être des nombres de meme signe : i°. lorsque le 
module étant constamment positif, le gynlagme a, et le pro-syn- 
tagme a,_,, sont de signes contraires; a*, lorsque le module 
étant constamment négatif, le ^ntagme et le pro-synlagme ont le 
même signe. 

PnxHiER TiiÉoittME. Dans une syntagmatique dont le module 
est constant dans son signe, et dans laquelle a._^ est de même 
signe que a',_,/, une suite de termes commençant par a,_,,, et 
finisant par a,, ne peut présenter plus de variations de signe que 
la suite des termes qui lui correspondent dans l’anti-synlagma- 
tiqnc, si le module est positif; ni plus de permanences, si le mo- 
dule est négatif. 


( ) 

Deuxième thèorèhk. Lorsque le module est constant dans 
son signe, 'que a._„ et sontjde méine| signe, et que a. est 
eéro, l’anti-syntaginatique commençant par a'._„, et ânissant 
par a',, doit présenter au moins une variation de signe de plus 
qu’il ne s’en trouve dans, les n' termes de la syntagmatique, de- 
puis a._., jusqu’à a._,, si le module est positif; et une perma- 
nence de signe de plus qu’il ne s’en trouve dans ces n’ termes, si 
le module est négatif. 

9. Considérons maintenant une suite avec ses syntagmatiques et 
anti-sintagmatiques des différens ordres, à un seul module, soit 
variable, soit constant, l’équation de relation étant pour lors. . . . 

.(”) a ni, 'L 

n •" I rt I 




On en déduit généralement. 


(m— n' 
a 

H 

(m) 


(m) 




(F)-..a„ =( + etc 




(m) 

U 

n— '1 
(m) 


<m -0 

• 4-0 4 * • . • 

1 * «—1 * 

(mW-M)- 

. . 4 * U 
* «—1 

■1 (m— b'+O 

{“) , 

U 4 * 

1 n— a 

(m—n+t) 
•• + “b_. 

(m— B+j)-| 

] 

, . .0 , 4 "* 

t ‘«-K 

(m— » («— i) T (1 

. .-f -0 ...U la 

1»— 1 /ï— n'+aj n 

(“) , 

(m— 1) 

. .4- 0 

n — 1 

(m — i) n 1 
«— fi-^ij é 

(m) (œ) 

(m) 



Dans le second membre de (F), un terme quelconque après 
dont le coefficient est un 1, peut être représenté par. . . . 

r u^“’ u^“’ -t- .+ uf”~"'+’^ . 

L 11 — 1 n — 1 ' * B— I n — 1 J B—, > 

f étant on des nombres entiers depuis i jusqu’à n\ jOn peut 
donc écrire pour abréger, en prenant la lettre S pour signiGerla 
somme 


(a) (n»— fl' 

~ 1 

fl 


‘ I . " +0 (m— 

a =sa +5 U ...U ...u la ; 
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10. En considérant attenlirenient le mode de coordination 
d’une suite et de ses anli-syntagmaliques, on reconnoltra i° que le 
cofficient de est la somme d’un certain nombre de termes 

n — t 


dont chacun est composé de r facteurs modulaires, représentés 
généralement par .. dans lesquels les indices 

supérieurs sont sujets à varier, tandis que les indices inférieurs 
sont toujours n — i , n — 2,. . . .n — » : 

2*. Qu’on obtient les valeurs des indices supérieurs, respective- 
ment convenables pour les t facteurs de chaque terme, en formant 
les différentes combinaisons que l’on peut obtenir r à r, avec les 
(n — «'-{-►) nombres , m,m — i,....m — dont chacun peut 
être répété jusqu’à v fois dans une même combinaison , en écri- 
vant les nombres qui servent d’indices supérieurs dans un ordre 
de grandeur qui ne soit pas opposé à l’ordre qui règne entre les 
indices inférieurs : c'est-à-dire, par exemple, que deux facteurs tels 
que u^^'^ et u^'^^ ne peuvent être facteurs dans un même pro- 
duit ; 

5 *. Que, par conséquent , 

exprime le nombre des différens produits dont la somme forme 
le coefficient de 

II. Dans le cas où le module est constant pour tous les termes 
de tous les ordres , alors, tous les facteurs modulaires ayant une 
même valeur u, la formule devient 


(œ— n') 


(m) 


-f-n’a 


(m— n'+i) 


n'.n'—i (a—n'+3) 

-a U* 


(m — 0 n'— t f») a 

- 4 -. . .-f-n' . a , U 
' ' n-n'-hi n—n' 


■ Enfin, si l’on fait dans (-F'), ns=i? cas auquel de- 

vient la différence (n' — de , et peut se représenter par 
notre formule deviejjt celle par laquelle la valeur 
d'un terme quelconque placé daqs une suite au rang n', après uu 
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autre terme, est exprimée en fonction de cet autre terme et des 
différences 1 ."', a.', 3.',. . de celui-ci. 

Si donc, pour simpliCer, on (àitn'=/j,eta^^=A,eta^“’=A^, 
la formule {F')i prise à rebours, produit cette formule connue, 
qui est un cas particulier de {F), qui n’est elle-méme qu'un cas 
particulier de (^F) 

(n) n yt_l 

=Aou"-f-na'A.u*-’-b-Y-^ '^•A,n•-*-^-...-t-nAC-OA,n‘^•A’A.D•• 

la. La formule (7^ conduit à deux autres, dans l’une desquelles 
le facteur modulaire ne varie qu’avec l’Indice inférieur; ce cassera 
exprimé par la suppression de l’indice supérieur do module dans 
l’équation de relation , qui sera a^”^ — et la nou- 
velle formule sera 




0 I , («O— o'-f.î) 1 (m— 

-4-nu a -1 U 

* n— X «—1 ‘ 10 n 


*+rt'u 

* * n — J n— I 


(en— 0 , I (“) , 

U / . a . . -J-u . . . n ,a „ 

it'-l-i n — fr-Kt ' ü— X 


Dans le second cas , c'est avec l’indice supérieur seulement que 
varie la valeur modulaire , et ce cas s'exprime par la suppression 
de l’indice inférieur du module dans l'équation de relation qui 
devient a^“5— u'“’af,’:î,=a;^“-*î. , 

On aura donc , dans ce second cas , 


(/T) . . .a^“J=' a^,“-"'^4-[u'“’H 


4. 


1 •+■• 

' +[(«‘">)"""+. . . .+ („.-_r')"'-].£2i.. 

i3. Un terme quelconque après est généralement re- 

présenté dans (F,), par 


< 

I 


n'. . . ,(n ' — F -4- l) 


,{“—«'+0. 
1 — 1*11— T » 
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el dans (F,) , par 

. . .+ + 

La loi de ce dernier coefTicieni est la même que celle suivant 
laquelle sont formes les coefCciens dans (F), pourvu qu’on ef- 
face dans ceux ci les indices inferieurs. Pour rendre celte loi 
pins sensible, prenons, comme exemple, le cas où n' = 4 > nous 
aurons 


4)_j. -3) 

n ^ n ^ />>— I 

„(») — *)_L „(“) » '4. ^ u'“ “ ' 'y 


+ 






U' 'U ' 

(m—t) — a)^ 


fm— t *" 

-n\3 


(m — J) 


m— I) 
«—3 


- >)y „fm -1)^3 

14. A raison de l’analogie, le terme , dans le cas 

de la formule (F'), pourrait s’appeler la différence sjnlagma- 
üque (n' — r)'"“ de au module constant u, et se représenter 




“n— «'• 


par V 

Dans le cas de la formule {F), où le module est sujet à varier 
pour chaque terme de chaqne ordre , le terme ajj'^ " + ') g’ap- 
pclleroil encore la difl^Vence syntagmaliqne ( n' — t de 
mais à un module variable , que l’on désignera, (en donnant 
la lettre v, au lieu de u, pour indice inférieur au delta renversé), 
par vl" ” a^^i. : *elle seroit la notation, quand les deux in- 

dices du module seroient l’une et l'autre variables. 

Mais si l'indice inférieur étoil seul sujet à varier, on écriroit v,, 
au lieu de v, et si c’étoit l'indice supérieur seul qui fût variable, 
V seroit remplacé par d. 

Dans la première de ces suppositions , qui est le cas de la 
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formule (^,), on ëcrirolt donc seconde, • 

qui est celui de ]a formule on écrîroitIv[,"~'^ “l’un- 
is- Revenant à la formule générale ( Z’) , si l’on change, 
comme cela est permis, m en m-f-m, et n' en n' + m, ce cas 
lorsque les m termes, qui auront les indices inférieurs n — n' — i, 
n — n' — a,...n — n' — m, devront être considérés comme au- 
tant de zéros, donne lieu à une formule qui, dans l'hypothèse de 
U constant, devient 

(m+m) 1 „ J ' n—t ^ a n-» 

(m+n'). . .((71-J-*) ("»— 0 I . (m-pn'). . . (m+l) (“>) 

i'* — + — rzi.’ — • 

D'où il résulte, qu’avec les autres suppositions qui ont en lien 
ci-dessus pour la formule (F") , on aura ( Ifes termes étant pris 
à rebours) 

■ .(m +0^ (m-Hu) . . ^ ^ 

' I n I (n — i) , 

f + n)A»-'A.u* -f A*A»u*. 

Cette dernière formule exprime la somme m''”' des (i-f-n) 
premiers termes d’une suite Ao, A, ,. . . .A.. 

Dans l’avant-dernière formule. A”'*"'", qui pourroit s’appeler la 
somme sjntagmatique m'**' de la suite 

est calculé en fonction du i" terme de cette suite , et de ses 
différences syniagmatiques i", a', .. .n'""', du module u,de l’in- 
dice m de l’ordre auquel cette somme-«yntagmatique appartient, 
et de n', indicateur du rang auquel a^”^est placé après 

Il y auroit encore lieu de présenter ici d’autres formules, dont 
nous ne pouvons nous occuper en ce moment. 

i6. Soit maintenant une syniagmatique A., A,, A,, etc., coor- 
donnée à son anti'Syntagmatique A', , A', , A',, etc.; ao moyen 
de l’équation 

^'n — ^n U,A„_, . . . . U,_,A„_,^,— U,A„_, J 


(m) 
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(les f modales U, , ü,, etc. , étant supposas couslans.) 

Oa peut exprimer le terme A'> de la manière suivante , en 
fonction de n, des modales, et des i " premiers termes de 
l’anti-syntagraatiqne. 


( 5 ) 


1+ sLa'„_8,«. 

. . k. =)+ "•G 


: 




La lettre S, placée en tète des fermes qui suivent A',, indique 
que ce sont des termes complexes, contenant respectivement une 
somme d’anlant de termes partiels, qu'on peut en obtenir en com- 
binant respectivement, un à un, deux à deux,..., r à r, non- 
seulement chacun des > modules , U, , U„ de l'équation de rela- 
tion, mais en outre chacune des puissances de ce module, puis- 
sances dont les exposants sont représentés par 6,, 6,, etc., la 
même puissance d'un même module pouvant se répéter plusieurs 
fois dans ces comjjiuaisons, de* sorte qu'au premier aspect, cha- 
cun de ces termes complexes présente une somme d'un nombre 
infini de termes partiels; et véritablement , on pourroil admettre 
cette infinité sans que cela tirât à conséquence, parce que , dans 
ce nombre infini, il y en a une infinité qui sont nuis ; ce sont tous 
ceux dans lesquels il se trouve un facteur à indice inférieur néga- 
tif, de la forme ^ ; attendu que ces facteurs qui seroient 

des termes de l'anti-syntagmatique placés à la gauche de A., se- 
roient autant de zéros; il faudra donc exclure toute combinaison 
qui produiroit un terme parjiel nul. 

On peut vérifier aisément cette formule sur le terme (i -{- 
d’une syntagmatiqne à deux, trois, quatre ou cinq modules, et 
l’on n’aura pas de peine à reconnoltre que si la formule est admis- 



( lao ) 

sibic pour unp cyuia5uiaitqae à v modules, elle l'est encore pour 
la syniagmatique à r -f- i modules. 

17. L.1 formule dont on s’est servi k l'article V de l'Appendice 
à la nouvelle méthode pour la résolution des équations nnmé- 
riques, est celle à laquelle (i^) se réduit quand on y fait r=2.(i) 

Pour comprendre comment elle a pu être appliquée à cet 
usage, il faut observer que si les i-p-n premiers termes d’une 
suite sont les coelliciens d’un polynôme en x du degré n, 
les i-f-n— .» premiers termes de sa syntagroatiqne, à » mo- 
dules, sont les coefBciens du polynôme en x du degré... 
n — f, quotient de la division du premier polynôme par.... 
X’ — — UjX' ; et que si la division peut se faire 

exactement, les v termes suivans, dans la syntagmatiqne, doi- 
vent être chacun nuis, de sorte que, dans ce cas, la for- 
mule (F) y dans laquelle n reçoit successivement les valeurs 
n, n — i...,n — fournit » équations pour la détermina- 
tion des r modules , considérés comme autant de nombres in- 
nennus. On voit par-là comment la recherche des facteurs simples, 
et celle des facteurs du a* degré, d’une équation d’un degré 
quelconque, se ramènent respectivement à la détermination du 
module anmdaleur du syntagme d’une suite, à un seul module 
constant, et à celle des deux modules annulaleurs du syntagme 
et du pro-syniagme d'une suite, à deux modules constans. 

18. Nous aurions encore à traiter du sj'nlagmalisme'a p modules , 
dans les différens ordres de syntagmatiques etd’anti-syntagmatiqnes, 
mais les circonstances nous pressent et nous forcent de terminer 
cet Apperçu, en faisant observer que deux suites quelconques, 
peuvent être assujetties au syngmatisme k r modules, le dernier 
module U, étant seul sujet à varier, et les autres étant des nom- 
bres consl.ins, dont la détermination dépend respectivement 
des P premiers termes de l’une et l’aulre suites. 

(1) Il y a deux faute» à corriger dans le aecoed membre de cette formula-, 
page ICI : 

1°. Au lieu de a,, .i,, etc., meffeia',, a',, etc. 

a*. Au lieu de n — 1,71 — a, etc. , mellei , respectivement, n , n — 1, etc. , 
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I 


ÎÎOTÏ3. — I. Dnns un mcmoirc tjuc j*ai pri’srmté à rinsLüut Itî3i aoùt'i8i3ÿ 
j'aiinonçms un calcul aux cUfTcrenccs cl întc^ralca aynUtgmaLiqueSjiVmi le calcul 
au\ dîffcrcnces et inti*gralcs ordinaires scroit uu cas iiuUvkducL Vojcx pour 
eicinple la formule 

II. Ltie suite récurrente est un cas juirticuUcr des suites syntagmatitpies. 

III. Une couple do suites de nombres «juelconqiics , assujétics au double 
syntagmatisme , à un module, par les é(|uatîou8 de relation, principale cl 
auxiliaire , se trouve conjugiûe, par son système mikiuLiire^ h une autiH: couple 
de suites dont la seconde eat soniiualoirc de la première. Le même sysli iur nto- 
dulairo pouTant appartenir à diterses conplrs de suites, ccllcs-ci pcuveal cire 
oousiderées comme formant ensemble une famUU naturelle, 

IV. Deux suites de nombres quelconques pcuTcnt être aussi assujélios au 
syntaginatisme à » modules, le module U» étant le seul Tarialde, et 1rs autres 
modules étant des nombrcs conatans qui sont déterminés par le moyen des i 
premiers termes de ces deux suites, oooformémrnt à l’équation de relation. 


FIN. 


lO 
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